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ON THE REMAINDER-TERM 
OF THE PRIME-NUMBER FORMULA, ID! 


By 
P. TURAN (Budapest), corresponding member of the Academy 


1, We denote as usual by z(x) the number of prime-numbers = «x. It is 
well-known? that at the end of the XVIII“ century Gaussand LrecenpRE conjec- 
tured that 

lim (x) log x ter 
x —> 00 ie in? 


i. €., 1x) can be approximated »with an exactitude of 100°%« by the simple 


eer eon . The exactitude can be measured also by the difference 
og x 
a(x) — ; ; then the conjecture is obviously equivalent to 
og x 
(1.1) ACs eee =o s 
log x log x 


Gauss also,conjectured that 2(x) can be »better« approximated by the expression 


x 


BA ag ree { 


2 


But hundred years elapsed when Hapvamarp and pe 1a Vatite-Poussin succeeded 
in proving (1.1). pe ra Vattée-Poussin proved also the other conjecture of Gauss 


by showing that 
(1.2) g(x) = Li (x) + O (x exp (— ¢, Vlog x)) 


where c, — and later cy, cs, ... — denote suitable constants dependent at most 
on B (see the theorem). When c, depends on f, we shall denote this dependence 
explicitly. Their proofs were based on analytical properties of the zeta-function 
f(s) (s =o + it) of Riemann defined for o > 1 by 


er bakes 1 
(1. = — Next Bes 
(1.3) 4 ho ecteprte aoa ee 


n> 


1 The knowledge of the first paper (appeared in this volume) is not supposed. 
2A4.E.Incuam, The distribution of prime numbers, Cambridge Tracts in Math. and 
Math. Phys., No. 30. We shall quote this for reference. 
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It was N. Wiener who pointed out thirty years later, after the essential simpli- 
fications of Lanpav, that of these properties in the proof of (1.1) only one is 
essential ; this property asserts that for the function €(s) (which can be analy- 
tically continued, apart from the pole of order one at s=1, over the whole 


plane) we have 
(1.4) C(s) AO for o=1. 


It was quite recently that P. Erpés* and A. Se:serc* found very ingenious ele- 
mentary proofs for (1.1) and even for the formula 
cr x 
(1.5) n(x) ae Bo fren, 
It is known that (1.1) is equivalent to (1.4). 
2. This fact shows a deep connection between the zeros of ¢(s) and the 
prime-number formula. As a matter of fact, this was observed long ago. Let O 


be the upper limit of the real parts of these zeros ; of course @ = 1. Assuming 
O <1. H. von Kocn? and Puracmén? showed that 


(2.1) a(x) = Li (x) + O (x® log x) 
and for every ¢ > 0 infinitely often 

(2.2) | (x) — Li (x)|> x-«. 
Hence, if we suppose conversely (2.1) or even 

(2.3) n(x) = Li (x) + O (x9+®) 


for every €>0, then it follows that all the zeros of C(s) lie in the half-plane 
o =0. But unfortunately no such O <1 is known. The estimation (1.2) was 
proved by ve 1a Variée-Poussin by showing that ¢(s) 40 in the domain 


°s for.[¢ ("SS 0g, 0 ext ee oo lel aeegs 


(2.4) o> 1—- 
log | t| log ¢4 


Yt turned out that the larger domain of this type with ¢(s) 40 can be assured, 
the smaller remainder term in (2.3) can be proved (but of course not so small 
as in (2.3)). A general theorem of this type was formulated by Incuam.2- 
Confining ourselves to the special case when €(s) is supposed to be non-vanish- 
ing in the domain 


(2.5) ed eee |t| =e, 
log? | t| 
with 


3 P. Erpd6s, On a new method in elementary number theo Liceeesel ef 
of Sciences of the USA, (1949), pp. 374384. Seta aa 


* A. SELBERG, An elementar oof of tl ime- 
To wsns: ate y proof of the prime-number theorem, Annals of Math., 50 
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Incuam’s theorem gives 1 


(2.7) % (x) = Li(x) + 0 [» exp (— c, oes x) ] 


The best known value for f in (2.5) is B > = =} es, more exactly .C(s) = 0 


in the domain 
Cg 
(log |t| log log | t| )" 


which follows from recent estimations of I.M. Vivocranorr® by a routine- 
calculation, though it is nowhere stated explicitly. 

Concerning the theorem (2.5) — (2.6) — (2.7) the question arises imme- 
diately, whether or not one could infer from the premissa (2.5) — (2.6) a formula 
for a(x) with a better remainder-term than that in (2.7). The question is 
obviously equivalent to the other one, as to whether or not conversely from 
(2.7) one can assure a domain of non-vanishing of ¢(s) of the type (2.5) — (2.6). 
The question is interesting even in itself, since in the affirmative case it would 


o> 1— 


r|t\ = ¢, 


mean a new contribution to the mysterious connection of the primes and the 
zeros of ¢(s). Its importance would become principial if the upper limit of the 
real parts of the zeros of ¢(s) were 1. But the possibility of such a reverse infe- 
rence is not at all clear. At first, as L. Karmir® remarked and showed by a 
simple example, a function f(s), defined for o > 1 by 


<y a 
Aoi See 
n> 
can be given, the coefficient-sum of which satisfies (2.7) or even the estimation 


> a =0 (x) 
nix 


with a prescribed é(x) restricted only by 


Linn 6(%)rce 0 
x—> +0 


and for which the line o —1 is a natural boundary. Secondly, one can easily 
show that, knowing (1.4) and some very mild estimations on ¢(s) and on its 
first few derivatives on the line o —1 only, one can obtain (1.5) so that it is 
not at all evident that (1.5) would imply anything more about the zeros than 
(1.4). Nevertheless we shall show that the exact converse of (2.5) — (2.7) 
is true. We shall show the following 


5 WY. M. BUHOPAJIOB, Mero tTpuroHoMerpHuecKHX CYMM B TeOpHH HCE, 


Tpydet Mam. Munem. Cmeraoea, 1947. ) . 
6T, Karwar, Uber die Abschitzung der Koeffizientensumme Dirichletscher Reihen, 


Acta Math. Univ. Szeged, 4 (1929), pp. 151—181. 
1 
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Turorem. If for a f with 0 < B <1 we have ity 
(2.8) z (x) =Li(x) +0 [* exp (— Cy log »)| ; 
then €(s) does not vanish in the domain 

c 
: o> 1—_—"_ , t| = ¢,,(f). 
(29) ena ee 


3. (2.5) — (2.7) gives only a special case of Incuam’s theorem. His general 
theorem could have been reversed similarly as our theorem shows, but we shall 
restrict ourselves to the most interesting special case treated in our theorem. 

The method is applicable to a class of other functions instead of the 


zeta-function. The general problem in the background reads as follows. Let 
f(s) be defined by 


(3.1) 7G S a 


where 
(3.2) s> a, = N)- 


Then, as easily seen, f(s) is regular for o > 1. But what more can be said 


about f(s) if (3.2) is replaced by 


ee 1— &(N) 
FeO (NE) 


where 

lim s(.N) =0 ? 

N-—> © 
As mentioned, generally nothing can be said. But if f(s) is meromorphic ina 
domain beyond the line o = 1 and something is known about the density of 
its poles, then even a domain of regularity (i. e. a domain free of poles) can be 
assured, which is a continuation of the half-plane o = 1. A proof of this asser- 
tion can follow the method of the proof of our theorem, but we omit the details. 

In a letter of 19 Oct. 1946 Prof. H. Hetpronn has kindly called my atten- 

tion to the fact, that the method of another paper of mine’ is probably appli- 
cable to the solution of this problem. 


4. The main tool of the proof will be qn the following lemma, which 
I state here in the following form.® 


7 On Riemann’s hypothesis, Bull. de Acad. des Sciences de !URSS, Série Math., 11. 
(1947), pp. 197—262. 


* This form of the lemma will occur in my forthcoming paper entitled »On Carlson’s 
theorem«, The original form, in which it would suffice here too, required m= 28 N and had 


on the right of (4.3) the term oe | 


N2 \e%m 


cation of this lemma to the Graeffe-Bernoulli_ method, even this improvement is of significance. 


N 
instead of kel) * In a new unpublished appli- 
e&m 
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Lemma. If n = N and 24, Z, +++, 2n Satisfy the condition 


(4.1) Max zy)== 41, 
then for m = N there exists an integer v for which 
(4.2) mavsm+N 
and 
N \N 

(4.3) tat... +2) =(5_)- 

5. As well known, (2.8) is equivalent to 

1 
(5.1) (x)= > “i(n) =< -- 0 [» exp (Cy5 og“) : 
nx . 


where A(n) denotes Diricuters symbol 
cy as ae ae ; 
A(n) 21 log p, if n = p*, p a prime 
| 0 otherwise. 


Hence in order to prove our theorem it is sufficient to deduce (2.9) from (5.1) 
6. First we draw from (5.1) some conclusions for the expression 


= N A — it log n 
(6.1 yO a ee OV atte 
where we restrict the integers N’, N” and t > 0 by 
° \it+B 
(6.2) ee tee [= r08 «| =N=N' <N” =2N. 
13 
We have 


oN 


(6.3) f (0) > (O(n) a O(n — 1)) tf log i —O(N’ ae 1) e it log ‘sea 
‘ = 


IN P 
£8 > Or) (e* log ¥ __ g—it log @+)) aus O(N’) e—itlog N”____ (N’ ah 1) eitlog NY 


n= WN’ 


ev" —T1 ue 
aa on y (e—# log » _ eit log +1) ae (N” e—it log i 0 (N exp (Cis log!+FN)) 
ron iB, = ee 
N — — itlogy_ ,—itlog (v+1)| — - —it log n 
+ 0 (1) —\ exp (—¢j3 log “" ”) |e e | vee hs ats 


N”—1 


+ O(N exp (—¢,3 log +N) +exp (cy; login) S >, My | e=tttog » —_ gtr log (7 F1) 


Bais 


‘ (1 Bye en + it) log ( AG +n|1+i 
n 


But on the one hand we have 


(mo + aye — nH — 1 fit) nit] =m 


= 
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and further, using the inequality 
|e* —1—2z| S|2|? 


valid for Kz =1, 

1 fee 

Lo FI nh — (1 $i) nl] (L+H) logt(y 4) VIELE < 
n n 

2(1 +12), 

at 


3 
n 
summing for N’ =n = N” we obtain 
g 
N” 


| (Ne Lyi Ne eT ort) ee 
y = N’ 


A 
hs 


or from (6.2) 


es 
ee ——— Duly 9N 

6.4 > vt) s271 +28 +s - 
(6.4) pam | Se2vit grea ea y 

On the other hand 

Nv—1 Ntaat 

oud n | eat logn __ et log (43) = a n | il =, e—it log (1+1/n)| — ae Nt; 

n= N/’ n=WN’ 2 
hence from (6.4) and (6.3) we obtain 

1 

(6.5) ODI + c,t exp (— cq, logi = 9M). . 


Finally from (6.2) 


> 148 
N = exp (6 log j |. 
C13 


oo 2: 
log 1+ BN =— logt, 


Cig 


1 
Pete } 
exp (Has log } + in| at} : 


i. e. from (6.5), under the restriction (6.2), we obtain that 
N 
(6.6) If ()| Seg — 
t 
For 
(6.7) 1 +08 Sexp (tog ¢ )=vsmsn,=2N 
C13 


partial summation gives 


(6.8) f=) XA) | Sey 
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7. Restricting 7 only by 


/ 9 ‘ 1+ f> 
(7.1) ea exp((- log | |. 
we apply (6.8) with o > 1 and 
N, = - 2/, Nae ee oi (jige Ol ee. he \ 4 
(6.7) is evidently satisfied and hence 
a to OO l1—ogo 
fez). is. (s, 7) |=! = A(n) les C17 Z S 2i0—9) < ¢,, ——— 
Eat j=0 (o—l1)t 
Finally, if 
2 1+B> 
(7.3) §> exp (Fa ‘| : 
18 
then for the integral 
w logk “L 
(7.4) falss8) = | falss7) dy 
e 
we have on the one hand 
Cis r Pa ey SS i 
SN er es oC ] a aah ape —(O—1)© k — 
(7.5) | f,(s.é)| S anvil LS rear fe v'dv 
é 0 
él—o f! 
tk t (o— 1)** 
and on the other hand 
A 
(x) FL A(n) (log v 
iB (erode ad = bbe 
fei —, [op net = — do = 
n>=& E n=€ 1 
_ 1 4) en 
k + 1 n>& n> 
From this and (7.5) we have 
poo (k +0)! 


J AO) gots 


n>é n° 


But for ¢ = 1 we have? 


(7.6) 


IIA 


® For the proof of this relation which follows closely the usual proof of RIEMANN’s exact 
prime-number formula, see my paper’. 
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£1—s ges 2° en es ’ 
=(k +1 | : pare Be Etec iS 
ae Eres ae gn, (@re eye Raat (teen 


therefore this and (7.6) give 


£l—s 0 —s 2) E—2n—s = 
14 | Vo Ss) eee 2 < 
1) Gears 2 Gort 2G hae 
&1—0 
== C58 


t (o—1)**? 


8. Let us suppose that 


is a non-trivial zero of ¢ (s) with 


(8.1) ae Sui ee (s*)"" alee 
10°22, log? 1* 
1+f 
(8.2) t* = max | e**, exp ( aa 56 alt 
2 
Using the existence of such @* we shall get a contradiction. We choose 
C43 \'*P * ‘ 
(8.3) s=1+(%) Ren + u* =o, +i, 0, =2., 
8 
further 
(8.4) E — elkt+2)w 
with 
- 2 1+8 
(8.5) w =(=| Toga 
oe 
and 
(8.6) log * S(k +2) 5 ~ log t*. 
Multiplying (7.7) by 
s—o* (s a o*)k+2 | ra £0o,;—0* (o, —o*)k+ 


we obtain the inequality 


(8.7) | g 10% | s ee DY reo t= = a i 
si 


Dwg 
= s — o*\k+2 
ae one bara 


= Ci 


gl—o* (% =e =e 


t o,—1 
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9. First we estimate the quantity 


; *\k+2 
Ute? IL ; 


6,;—1 


Using (8.1), (8.3) and (8.6) we have 


(9.1) Oo, =n" [ | 1 —o*\kt+2 
ok ee 1 Ca il 
1 “ay 1 k42 
10 B 4x k+2 
al pe “= er cal <(t*)s 
aa)!" 1 10 
bie) log? t* 


Further, from (8.3) and (8.6) we have roughly 


(9.2) op =e)" =e °(2)""s as od 
s—l, i (ee) ce 
and 
© —2n—9* /o__ p¥\k+2 279 v2 2 £1—o* 
(9.3) 3. A eee =é (=| Sram eye hae 
a s +2n ac) eect! Cad ee 
(9.1), (9.2), (9.3) give from (8.7) 
ee mies: 1—o* 
(9.4) > 0-0" Ea =e : 
0 a0); (*)"" 


10. Now we estimate slightly less roughly the contribution of the terms 
on the left of (9.4) with 


(10.1) fem 18 


if @=0) +it, . Denoting this part of the sum by 2,, we have 


1—o* © 
=e / 


1-g* errs) kb? 9Q\k+2 
| 2,| =é es fe i =o > (| log (t* +n) , 


tos +8 |s—o| Peete Wak 


since the number of the zeros of ¢(s) satisfying 


*+tn St S=*+n+1 


is 
(10.2) <a Co9 log (¢* + n) ° 
Hence 
A &1—0" lox t* &1—o* 
(10.3) | 24) <¢ Saye Se SG 
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and a similar reasoning can be applied to 


; 0 —0* s—p* k+2 
(10.4) 3, ee eee | ] 
to <*—8 s—o 


For the sum 


o=e* 
(10.5) 23 = > é ( 


—\" 
 8>|to— #* | > 6(a,— 0%) 


s=8 


? 


using (10.2) and (8.7), we have 


Sy Bin o, —o* k+2 £1 =" logrs &1—o* 
(10.6) | 2’. | me Cay OP fhe ce og = = 23 (pa) log 6 Cog (e*) Z 
1 
Further for 
’ s——or\=t* 
a on Eo—e* ( ) 
[tg —#* |< 6(c,—o*) \S—@ 
Oy <1—3 (a, — 0%) 
we have 
Cio Gear e log t* Renae 
10.7 2, |.2a cs, log t* |—— C53 ——— <<. Cog ——— 
( ) | =| 23 108 Gees 23 23 (e*)"8 


Collecting (10.3), (10.4), (10.6) and (10.7), from (9.4) we obtain 


_ @—0* (s—p*\F+? es, 
|tg—#* | << 6(o,—o*) s—o (t*) 
og >1—3 (a, —o*) 
or, replacing & by its value (8.4), 
k+2 1—o* 
(10.8) ae smgael eee : Pet bea , 
|to—t* |< 6(o,—o*) s—o (*)78 


J9 21—3(0,— 0") 


11. The value of the integer k was subjected only to the restriction (8.7) ; 
now we determine its exact value fromthe lemma formulatedin (4.1)—(4.2)—(4.3). 
Since , e* and s are fixed, the domain of summation in (10.8) is independent 
of k and so are the numbers 


* 
e2(Q—e"*) asad 
S—@ 


too; they can be chosen as 2,’s. The condition (4.1) is for @= 0* satisfied. 
n is obviously the number of the zeros ¢(s) in the domain 


(11.1) o = 1—3(0,—0o*) , |t—t* | 36 (0,— 0%) - 


But according to lemma II of my paper’ we have (applying it with o” = 
=1—3(o,—0*), 1” =2*) 
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1 = } 
n = 12 (0, — o*) logt* + 3 log log (¢** +1) +5 < 12- = Ea ie - + 
: 2 


146 1— 
+3 log log («** +1) +5 < 14 | log Pe 


for t* > c,;(B). Hence choosing 
1+8 1—B 
mi—ioe t*. N= 14 fe log” 2 


the condition m = N is satisfied and hence we may choose our (k +2) as 
y in (4.2). Since 
i 
N < — log t* 
4 g 
owing to the lower limitation for t* and hence 


m +N <—- log 7, 


the resulting v-value will satisfy (8.6). Thus for t* > cg, 


Sica eed 
s—o 


Q ; 
[tg — t*| <6 (o, —o*) 
o9 > 1— 3 (0, — o*) 


1+8 i—B \34 (£#)!+8 1, 1-8 
=p by u «A EA leg | (@) aCe is = 
e® log t* 2 


= 


> exp (— Coy B log!—A t* log log t*) 


or from (10.8) for t* > Cog (f) 
3 


: ’ 7 = : Bs 
Cy, G1 > (t*)® exp (—e27P log!—Bt* - log log t*) > (17) * Seca, (t*) 


From this, (8.4), (8.5) and (8.6) we have 


B 


1+8 
= log. t* < 


= log t#< (1 0") log é it Bec tita el +2) ( 


NIE s At8 
eee ins 


C13 


C13 


Wy Cc 14+B i 
(NT eee peal pent 
rer ( 2 log? t* 


which contradicts (8.1). Q. e. d. 
(Received 14. September 1950.) 
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OB OCTATOUHOM UJIEHE ®OPMYJIbI TIPOCTbIX UHCEJI, TT 
ll. TYPAH (Bynaneumit) 


(Pe3r0Mme) 


HsnecruHo, uTo ecId BepxXHHi Npexer AeHcTBHTeIbHEIX yacTeH TaK HaSbIBae MBIX HeTPH- 
BHaJIbHBIX KOpHeit (bYHKUHH C(s) PamMaHa O = 1, TO 


(1) | « (x) — Li (x) | << c, x9 log x, 
(rae c Mo_xopAmee ywnceHHoe MocrosHHoe). HaoOopot, us takol OUeHKH ocTaTOouHorO 


quleHa clefyet, uro dbyHkuHA C(s) He HMeeT KOpHeli B NOmYyNOcKOCTH o> O (s =o 4 it). 
OHako LO CHX Nop yyaocb LOKa3aTb TOKO, uTO € (s) = 0 418 oOOnacTeH Bua 


ue eT (It) > e B>- | 
z en i> ofS e 
logB | t | : 3) 
IIpH yenosun (2) u3BecTHO, yTO 
ae VS > 
) | = (x) — Li (x) | <c,x exp \—c, log 1*8 x i 


EctecTBeHHO BO3HHKaeT, BOMpoC HeNb3A JH HS YcOBHA (2) BbIBecTH Oonee CHIbHOe yTBep- 
oKeHHe, ueM (3). Mmetomneca MeTOAL He aloT oTBeTa Ha 9TOT BOMpoc. Hactrosmas paOora 
Coe PKHT LOKASaTeIbCTBO TOPO, uTO (3) ABIAeTCA CHIbHeHMHM YTB pPKAeHHeE M, BhITeKAIOUIH M 
H3 YCJIOBHA (2), HOO H3 (3) MOOKHO-BbIBeECTH (2). 


TSCHIRNHAUS’SCHE FLACHEN UND KURVEN 
Von 


GYULA SZ.-NAGY (Szeged), Mitglied der Akademie 


1. Eme Tschirnhaus’sche Flache T,, n-ten Grades (abgekiirzt eine Flache 7',) 

ist der Ort der Punkte P, deren Abstande von n verschiedenen Punkten F apt as 
.F,, (Brennpunkte ) multipliziert mit gegebenen reellen Konstanten q,, qo, - « - In 
(Gewichte der Brennpunkte) eine konstante Summe C ergeben. Es wird ange- 
nommen, dass TJ, reell ist, also mindestens einen reellen Punkt_ besitzt. 
Die Brennpunkte, ihre Gewichte und ein Punkt P, von T., bestimmen die 


Flache T,, eindeutig. Dann ist C = »' q, P,F, F 
k=1 

Eine Flache T,,, deren Brennpunkte auf einer Geraden g liegen, ist offenbar 
eine Rotationsflache mit der Achse g. Eine Flache T, (ersten Grades) ist eine 
Kugel mit dem Mittelpunkt F’, und mit dem Halbmesser C/q, (Cq, > 0). Eine 
Flache T, (zweiten Grades) ist im Falle C =0 und q, q. < 0 eine Kugel und 
zwar eine Apollonische | Kugel mit den Polen F und F,, weil ihre Punkte P 
der Gleichung PF, : PF, =—q,: q, geniigen. Im Falle C =0 und q, + q, =0 
ist T, die Mittelebene der Sirecke I’, F. Im Falle C > 0 und q, =q. =1 ist Ty 
ein Rotationsellipsgid, dessen Achse die Gerade FF, ist. Im Falle C #0 und 
G =—G > 0 bzw. gq, =—q. <0 ist T, der eine bzw. der andere Mantel 
eines Rotationshyperboloids mit der Achse FF. 


Liegen die Brennpunkte einer Flache T,, in einer Ebene ©, so ist der Ort 
der Punkte P in dieser Ebene € eine Tschirnhaus’sche Kurve n-ten Grades, die 
Schnittkurve der (in bezug auf € symmetrischen) Flache T., mit der Ebene €. 
Aus den Eigenschaften der Flachen T),, deren Brennpunkte in einer Ebene 
liegen, folgen einfach die Eigenschaften der Tschirnhaus’schen Kurven. Auch 
die Tschirnhaus’schen Kurven n-ten Grades kénnen mit T,, bezeichnet werden, 
wenn. ein Missversténdnis ausgeschlossen ist. 


In einem multipelaren Koordinatensystem, dessen Pole die Brenn- 
punkte von T, sind, hat die Tschirnhaus’sche _ Flache (oder Kurve) T,, die 
Gleichung 


n 


(1) T(P) = 2 qk Pir) gt —C=0, PFS th = () 


k=1 


=~ 
I 
re 


etd 22.02.41). Ver Abstand r, verschwindet fiir héchstens einen Index. 
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Bei einem reellen Wert C stellt diese Gleichung nicht immer eine reelle 
Flaiche T,, dar. Z. B. stellt die Gleichung 


rtr,.—C=0 bzw. 1—1,—C=—0 


keine reelle Flache dar, falls C < C, bzw. C > C, ist, wo C, den Abstand der 
Brennpunkte F, und F, bezeichnet. Bei C = Cy stellt die erste baw. zweite 
Gleichung die Strecke F',F, baw. die von F, ausgehende und F nicht ent- 
haltende Halbgerade dar. 

Ein Punkt P liegt auf T,, wenn seine multipolaren Koordinaten 
T1>Tg> +++>T, der linearen Gleichung (1) geniigen. Eine nichtnegative Lésung 
T1>T:, +++5T, der Gleichung gibt nur dann einen Punkt von T,, wenn die n 
Kugeln von Halbmessern r, und mit den Mittelpunkten F), (k = 1, 2,...,n) 
einen Punkt gemeinsam haben. Dann liegt dieser Punkt auf T,,. 

Aus der Gleichung (1) folgt, dass ein unendlichferner Punkt des Raumes 
nur dann auf einer Flache T., (mit unendlichvielen reellen Punkten) liegen kann, 


n 


wenn die Gewichtssumme Q =>’ q, verschwindet. 


boat 
Bedeutet namlich R den Abstand eines Punktes P der Flache T,, von 
einem festen Punkt QO, so sind “ 
T (P) n C “on C 
Tk y 4 Y 
— = 6 b 7 ee <—— = —_= ——- = i —_—- = ' 
R 1+ bp — u(l +o) R Q+ = mo R 0 


Wird R geniigend gross, so naihern sich 6, und gegen Null. Daraus folgt die 
Richtigkeit der Behauptung. Bei Q 4 0 ist also T\, beschrankt. 


Zwei (reelle) Flachen T,, und T,, mit denselben Brennpunkten und mit den 

Gleichungen 

n 1" 

Um —C=0 und qk tT, —C’ =0 

k=l k=1 
sind. konfokal im engeren bzw. im weiteren Sinne, je nachdem Ik =q, bzw. 

ip. ¢ . . oe . . . 

lq x | = | a | (k =1,2,...,n) sind. In einer friiheren Arbeit! habe ich die 
Flichen. T', untersucht, deren Brennpunkte positive Gewichte haben. Diese 


mal . . “e 
Flachen wurden von mir Tschirnhaus’sche Eiflichen gennant, weil sie 
immer konvex sind. 


; RCC Re havare Tschirnhaus’sche Eifliichen und Eikurven, Acta Math. Hung., 
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Die Funktion 


G(P) = > |aln = > qe! Pe 


ist eme stetige Funktion des Punktes P. Die Punkte, in denen G(P) ihren 
kleinsten Wert annimmt, bilden den Kern der Flache T., mit der Gleichung (1). 
Der Kern besteht im allgemeinen aus einem einzigen Punkt, aus dem Kern- 
punkt von T, Nur bei Rotationsflichen T, kann der Kern aus den Punkten 
einer Strecke, der Kernstrecke von T., bestehen.2 Die (im engeren und im weite- 
ren Sinne) konfokalen Flachen haben denselben Kern. 

Hat die Flache T,, bzw. T’, die Brennpunkte F', bzw. F’,, mit den Gewichten 
Gy bzw.-q', (k =1, 2, -, n), sind | a | =|¢% , ist P) ein gemeinsamer 
Punkt von T', und T, and liegt der Punkt F’, auf der Halbgeraden P,F, baw. 
auf ihrer Verlangerung, je nachdem q, und q,, gleiches Vorzeichen haben bzw. 
nicht, so werden die Flachen T., und TS in bezug auf den Punkt P, perspektiv- 
konfokal genannt. Ich werde beweisen, dass die in bezug auf P, perspektiv- 
konfokalen Flachen T,, und T’, in P, dieselbe Normale und damit dieselbe 
Beriithrungsebene besitzen. 


2. Die dussere bzw. innere Seite der Flache T,, mit der Gleichung (1) 
besteht aus den Punkten P des Raumes, in denen im Falle Q ~ 0 die Ungleichung 
Q T(P) > 0 bzw. Q T(P) < 0, im Falle Q = 0 aber die Ungleichung T(P) > 0 
bzw. T(P) < 0 gilt. Ein Punkt an der inneren bzw. dusseren Seite von T,, liegt 
innerhalb bzw. ausserhalb der Flache T,,. 

I. Hat die Tschirnhaus’sche Fliche T, bzw. T., dieselben Brennpunkte 
Tong ., F, und die Gleichung 


22°° 


n 


TP) = > %%%—C=0  bew. T (Py = S an —C=0 
k=1 


ie 


und sind 


n 


Gere gee OL (le a 1,2... 2, 1), = gq, 0, 


so liegt die Fléche T,, im Falle Q = 0 ausserhalb, im Falle Q <0 innerhalb der 
Fliche T.,. 


Aus der Identitat 


T(P)= > aere—C = = (qi + 4x) Te—C 


q=1 


erhalt man fir einen beliebigen Punkt P) von T,, die Ungleichung 


> Biel: 
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n n 


T(Po') = > 9% (Po) —C = © ait (Po) > 0. 


Damit ist der Satz I bewiesen. 


II. Haben die (im engeren Sinne) konfokalen Tschirnhaus’schen Fléchen 
T, und T, die Gleichungen 


nm 


T(P) = qetk —C =0 bzw. T(P) = 


Th = 


gre —C = 0, 
so liegt die Fliche T,, im Falle Q = 0 und C <C’ innerhalb von T,. Im Falle 
Q <0 und C <C' liegt T’, innerhalb von T,,. 

Dieser Satz folgt aus der Identitat T(P)—- T’(P) =C—C’. In emem 
Punkt P, bzw. P’, von T, bzw. T’, ist namlich T(P’)) =C’ —C bzw. 
T'(P,)) =C—C’. : 

3. Eine Tschirnhaus’sche Eiflache T,, (mit positiven Gewichten) liegt in 
einer Kugel, deren Mittelpunkt der Schwerpunkt der (mit den Gewichten 
q,, versehenen) Brennpunkte ist und deren Halbmesser R der Gleichung Q R=C 
geniigt.*? Dieser Satz lasst sich fiir den Fall ausdehnen, wenn der letzte Brenn- 


n 


punkt der Schwerpunkt der iibrigen (mit den positiven Gewichten q,, versehenen) 
Brennpunkte ist und ein negatives Gewicht besitzt. 


Ill. Fallt der Brennpunkt FE, einer Tschirnhaus’schen Fléche Tin den 


n 
Schwerpunkt der tibrigen, mit positiven Gewichten q, versehenen n—1 Brenn- 


punkte und ist Q = »'q, > 0, so liegt die Flache T,, in einer Kugel vom Mittel- 


k=1 
punkt F,deren Halbmesser R der Gleichung Q R=C geniigt. Auf dieser Kugel 
hat die Flache dann einen Punkt, wenn thre Brennpunkte auf einer Geraden liegen. 
Fur einen beliebigen Punkt P des Raumes gilt die Vektorgleichung 
_> n—!| n—1 
Q’PF,= ¥ > PF,, C= Sa =Q—|G, 
k=1 
weil F’, der Jhace iad der mit den Gewicht qg, versehenen Punkte F, 
(k =1,2,...,n—1) ist. Aus dieser Vektorgleichung folgt die Ungleichung 
n—l 
(Q)’ PF, 2 J qk PF, ‘ 
k=1 >> 
Das Gleichheitszeichen besteht hier dann, wenn die Vektoren PF, (k==]) 


2, ..., m —1) dieselbe Richtungen haben. In diesem Falle liegen die 
Brennpunkte F, F,,..., F, und der Punkt P auf einer Geraden. 


Dee a Ve 
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Addiert man zu beiden Seiten der Ungleichung In PF,, so ergibt sich 


(Q’ + qn) PF =Q PF, = qk Fy. 


k=1 


Liegt der Punkt P auf der Flache T 


n? 


so ist 
OPF, = > oa PF, =C =OR. 


Damit ist der Satz III bewiesen. 
Ebenso ergibt sich der Satz 
IV. Liegen die Brennpunkte F,, F,, ..., F,, der Flache T., mit der Gleichung 


= HT =0, g — 0 (k= 1, 2,...,7— 1), 0=0' +¢q. =0, 


auf der Strecke FF, der Geraden g und féllt der Brennpunkt F’, mit dem Schwer- 
punkt der iibrigen n — 1, mit den Gewichten q, versehenen Brennpunkte zusammen, 
so besteht T, aus den Punkten der Geraden g, die keine inneren Punkte der Strecke 
FF, sind. 

Fiir jeden Punkt P des Raumes besteht namlich die Vektorgleichung bzw. 
die Ungleichung. 

> n—1 = a nh — 
Ut oh => qk PF, bzw. Q’PF, = oe qk PF. 
k=] 


a | 
In dieser Ungleichung besteht das Gleichheitszeichen, wenn die Vektoren 


—> : 
PF, (k =1,2,...,m —1) dieselbe Richtungen haben, wenn also P ein Punkt 
der Geraden g, aber kein innerer Punkt der Strecke F',F, ist. Daraus folgt die 
Ungleichung 


n—l n—1 


0= > a PR—O PF. = SUPP, +4 PF = > o Ph. 
k=1 k=1 


Damit ist der Satz IV bewiesen, weil P dann ein Punkt von T;, ist, wenn 


hier das Gleichheitszeichen gilt. 
Beziiglich des Satzes III teilt J. Morndr mir den Satz mit: 
Ist S der Schwerpunkt der Brennpunkte F,, F,,...,.F, mit positiven Ge- 


wichten und ist R x der so liegt eine reelle Tschirnhaus’sche F'léche 
k=l 


ausserhalb der Kugel von Halbmesser R, deren Mittelpunkt S ist. 


2 Acta Mathematica 
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Es gilt namlich die Vektorgleichung 


—_ n —> —_> if Saal 
QPS = Sq PFe=H PF, + SU PFr 
k=1 


k 


~ 


Fiir einen Punkt P der Flache (i= 1) besteht also die Ungleichung 


QPS = q, PF,-- >aPF = 2q, PF, — Sa PF =C. 
k=2 k=1 


4. Sind R,, Ry, ...,R, beliebige nicht negative reelle Zahlen, so lasst 
sich die Gleichung (1) in der Form 


n n 


(2) > 4 (rx — Rx) =C See gg. Re =C’ 


band 
schreiben. 

Bezeichnet K, die Kugel vom Halbmesser R, (= 0 ) und mit dem Mittel- 
punkt F,, so bedeutet d, =7,—R, den Abstand eines Punktes P mit den 
multipolaren Koordinaten rj, ro, ..-,7, von der Kugel K,. Dieser Abstand ist 
negativ, Null oder positiv, je nachdem P innerhalb K,, auf K, bzw. ausserhalb 
K,, liegt. 

Es gilt also der Satz 

V. Ist K, eine Kugel vom Halbmesser R, ( = 0), deren Mittelpunkt im 
Brennpunkt F, einer Tschirnhaus’schen Fléche T., liegt und hat F,, das Gewicht q,,, 
so geniigen die Abstinde d,, eines beliebigen Punktes der Fliéiche T,, von den Kugeln 
K,, (h =1, 2, ...,m) einer linearen Gleichung 


(3) 9194, + qgdg t+... tand, =C’. 


Die Punkte, deren Abstinde von n Kugeln mit verschiedenen Mittelpunkten 
einer linearen Gleichung mit nicht verschwindenden reellen Koeffizienten geniigen, 
liegen auf einer Tschirnhaus’schen Fiche n-ten Grades, deren Brennpunkte die 
Kugelmittelpunkte sind. Die Gewichte der Brennpunkte sind zu den Koeffizienten 
der linearen Gleichung proportional. 


Sind R,, R,,...,R, die multipolaren Koordinaten eines festen Punktes 
P der Flache T,,, der also ein gemeinsamer Punkt der Kugeln K,, (h = 1, 2, ..., n) 


ist, so ist die Gleichung (3) homogen, weil nach (2) C’ =C— Sq, R, =0 ist. 
h=1 


Die nichtnegativen Zahlen Rj, Ry, ..., R,, kénnen aber auch dann der Gleichung 
(3) geniigen, wenn es keinen Punkt mit den multipolaren Koordinaten R,, 
Ry, -..,R, gibt. Die Gleichung (3) kann also auch dann homogen sein, wenn 
die Kugeln K, keinen gemeinsamen Punkt haben. 
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5. Hat der Brennpunkt F, bzw. ein Punkt von T,, die rechtwinkligen 
Koordinaten a,, b,, c, bzw. x,y,z, so hat die Gleichung (1) die Form 
(4) - T(x,y,2) = > [(x—a,)? +(y—d)? +(2 —¢)4]? — C =0. 
1 


<a 
k= 


Die Richtungscosinus der Normalen dieser Flache in ihrem Punkt Py 
mit den Koordinaten x, yo, 2, sind zu T(x, Yo, 2) Ty A%o4 Yor %o)>. Le (Xor'Vos Zo) 
proportional. Liegt die Normale bzw. der Punkt P, in der z-Achse bzw. im 
Anfang des rechtwinkligen Koordinatensystems und sind 


d,, = (a? + B+ 2)? (kL 2,2c 587), 


so sind 
= ap by 
— T,, (0, 0,0) = q,— =; — 7, (0,0, 0) = gq. — =0 
a dy k=1 di, 
5 n 
( ) =, fie (0, 0, 0) a qn S 
k=1 dy 


Der Punkt N,, im dem die Einheitskugel K, mit dem Mittelpunkt 
P, =(0, 0,0) von der Halbgeraden P,F', getroffen wird, hat die Koordinaten 
ak by Ck : : : 
x, =—, ¥y => %=—. die Richtungscosinus der Halbgeraden P,F,. 
dy dy, di, 
Der Gegenpunkt NV,’ von N, auf der Kugel K, hat die Koordinaten —x,, —y,, —,. 
Der Punkt N, bzw. N,’ wird mit M, bezeichnet, je nachdem q, > 0 bzw. 
q. <0 ist. Der Punkt M, wird mit dem Gewicht | q, | versehen (also mit 


> 


q,.. wenn M,= N,, und mit —q,, wenn M,= N,’ ist). Ist Q* = ua | I 
k=1 


so geniigen die Koordinaten (£, 7, fo) des Schwerpunktes S, der Punkte 
M,, Mz, ..., M, den Gleichungen 


Q*55 => Ge Xe =9, Q*Ny = > Ue Ve = 0, 
1 


k=1 k= 
(6) ; 
Ont = > & “i — is (0, 0, 0) . 
k=1 


Der Punkt S, liegt also auf der z-Achse, auf der Normalen der Flache 
T,, im Punkt P,. Daraus ergibt sich die folgende einfache Konstruktion der 
Normalen von T,,: 

VI. Ist N, die Zentralprojektion des Brennpunktes I’, aus einem Punkt Po 
der Tschirnhaus’schen Fliche (1) auf die Einheitskugel Ky mit dem Mittelpunkt 
_ Py und ist N’,, der Gegenpunkt von N, auf K,, so wird N, bzw. N’,, mit M;, bezeichnet, 


om 
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je nachdem q, > 0 bzw. q, <0 ist. Wird der Punkt M, mit dem Gewicht | ge | 
versehen und bezeichnet S, den Schwerpunkt der Punkte M,, Mg, ...,M, , so geht 
die Normale der Fliche im Punkt Py durch den Schwerpunkt Sp. 


Aus den Gleichungen (5) folgt, dass der Punkt M,, und sein Gewicht unver- 
andert bleibt, wenn der Brennpunkt Ff’, unter Erhaltung seines Gewichtes 
q, durch einen beliebigen Punkt F’, der Halbgeraden PyF), ersetzt wird, oder 
wenn F’, durch einen beliebigen Punkt F’,’’ der Verlangerung der Halbgeraden 
P,F,, (iber P,) und zugleich q, durch —q, ersetzt wird. Bei diesen Ersetzungen 
bleibt der Schwerpunkt S, und damit die Normale der entsprechenden Flache 
T,, in Py unverandert. Auf Grund der Definition der in bezug auf einen Punkt 
P, perspektiv-konfokalen Flachen T, gilt also der Satz 


VII. Die in bezug auf einen Punkt P, perspektiv-konfokalen Tschirnhaus’- 
schen Flaéchen haben im Punkt P, dieselbe Normale (und damit dieselbe Beriih- 


rungsebene). 


6. Ein Punkt P, ist ein reguldrer Punkt von T,, wenn die Flache in P, 
eine bestimmte Normale besitzt. Widrigenfalls ist P) ein singuldérer Punkt von T,,. 

Die Konstruktion der Normalen in einem Punkt P, von T,, versagt, wenn 
Py) mit einem Brennpunkt F, zusammenfallt, weil dann der Punkt M, und 
damit der Schwerpunkt S, unbestimmt ist. 

Die Normale P, S, ist auch dann unbestimmt, wenn die Punkte P) und Sy 
zusammenfallen. Nach (5) verschwinden dann alle drei partielle Differential- 
quotiententen von T(x, y, z) in Py. Dann verschwinden die Komponenten des 


Vektors V = S'q,P)M,, weil sie offenbar —T, (xp, ¥o, 2), —Ty (0, Yo» 20) 
k=1 ; 


—T, (Xp, Yo. 2) gleich sind. Es gilt also der Satz 
VIIL. Ist Po ein singuldrer Punkt der Tschirnhaus’schen Fléche (1), so fall 


Po entweder mit einem Brennpunkt zusammen, oder verschwindet der Vektor 


n 


* ——— > 


k= 


~ 


os 
Hier sind die Vektoren Py M, Einheitsvektoren und der Punkt M, liegt auf der 
Halbgeraden PF, bzw. auf ihrer Verléngerung, Je nachdem das Gewicht q, > 0 
bzw. q, <0 ist. Kin singuldrer Punkt Py einer Fléche T,, ist ein singuldérer Punkt 
auf jeder in bezug auf Py perspektiv-konfokalen Fliche. 

Unter den in bezug auf einen Punkt P, perspektiv-konfokalen Flachen 
T,, gibt es Tschirnhaus’sche Eiflichen, z. B. die Fliche T\, durch Py, deren 


Brennpunkte mit den Punkten M, zusammenfallen und die Gewichte | gx. | 
besitzen. 
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Hat eine Eiflache T,, ausserhalb der Brennpunkte einen singularen Punkt, 
so besteht sie aus einem isolierten Punkt oder aus einer isolierten Strecke. 
Dieser letzte Fall kann aber nur dann vorkommen, wenn die Brennpunkte auf 
einer Geraden liegen. Jeder ausserhalb der Brennpunkte liegende singulare 
Punkt einer Eiflache T\, fallt in den Kern der Flache.4 

Zu einem gegebenen Punkt P, kann man n Brennpunkte und ihre Gewichte 
so bestimmen, dass eine Hiflache T,, mit diesen Brennpunkten in P, einen singu- 
laren Punkt besitzt. 


Ist A,, Ag, ..., A, ein beliebiges Polygon im Raume mit den Seitenlangen 
= a ——\ eS 
Seren ng 4, = 9... ., A, A, = g,,. sind P, B, = A, A,, 
> > anes —— 

P,B, = A,A,,...,PoB, = A,_,4,, bezeichnet F,, irgendeinen Punkt der 
Halbgeraden P)B, und hat der Brennpunkt F), das Gewicht q, (k = 1, 2,..., n), 
so hat die den Punkt P, enthaltende Eiflache T,, mit den Brennpunkten F’, 


nm 


im Punkt P, einen. singularen Punkt. P, ist der einzige reelle Punkt von T,, 
wenn das Polygon A,, A,,...,A, keine Doppelstrecke ist, wenn also die 
Punkte F’, nicht auf einer Geraden liegen. 


Dex Punkt P, ist nimlich der Schwerpunkt der zu ihm gehérigen Punkte 


M,, weil PM, =1, Py B, = 4 PoMi (k =1,2, .... 7) und 


n a n > > 
= dx PoM; =>: ey nee Be a +A Hr Passe - + AniAn == AA, = 0 
ie ba 
sind 


Die in bezug auf den Punki P, perspektiv-konfokalen SEES T,, haben 
in P, einen singuléren Punkt. 

7. Haben die Tschirnhaus’schen Flachen T’ und T” im multipolaren 
Koordinatensystem der Brennpunkte F, F), ..., F, die Gleichungen 


n 


Ties 2a te — Ci —0 baw. r= Uae 


und sind 
Qe + 9k = (k =1,2, wee nye = Ge CY, 
so sind Flachen T’ und T”’ beziiglich der Flache T mit der Gleichung 


komplementar. 
Aus der Identitat T=T’ +T” folgt, dass jeder gemeinsame Punkt 
irgendzweier der Flachen T, T’ und T” auch auf der dritten liegt. 


48. 47: 


+Y. 8Z.-NAGY 
176 GY. 8Z.-) 


Der Brennpunkt F, hat die Gleichung q,7r, = 0, seine komplementare 
ist die Gegenfliche des Brennpunktes F', beziiglich von T,,. Sie ist eme Tschirn- 
haus’sche Flache (n—1)-ten Grades mit der Gleichung 


71 +4a%2 +--+) UAT + Gksi Thar tees +49nTn =C. 


Sind qq, =—0 und gg tq. =o (kK =1,2,...,n), so haben die 
Flachen T’ und T” keinen Brennpunkt gemeinsam und die Summe ihrer Grad- 
zahlen ist der Gradzahl von T' gleich. 

8. Ist 


: : j 
(7) L(x, y, 2) = a4 Kk= = qn [ (x — ay)? + (y— by)? +(@— x)? ] 


und bezeichnet e,, e:, ..., €, eme heliebige Anordnung der Zahlen -++1 und —1, 
so stellt die Gleichung 


n 


(8) LXS 9s 2) er Qktk —C =L,,(x, y, 2) —C =0 
bal 


eine reelle oder nichtreelle adjungierte Tschirnhaus’sche Flache von T,, mit der 
Gleichung (1) dar. Den 2" = N verschiedenen Folgen der Zahlen e,, eg, ...,€, 
entsprechend gibt es N adjungierte Tschirnhaus’sche Flachen (m= 1, 2, ..., N), 
unter denen eine (reelle) Kiflache vorkommen kann. 

Die adjungierten Flachen T,, sind im weiteren Sinne konfokal. Wegen 
der Ungleichungen | a. | —e,q, = 0 erhalt man aus dem Satz I: 

IX. Bei einer Tschirnhaus’schen Eifliche liegen alle ihr adjungierten reellen 
Fléchen ausserhalb der Eifliche. 

Es kann sogar bewiesen werden, dass eine Tschirnhaus’sche Eiflache inner- 
halb einer jeder anderen, ihr adjungierten reellen Flache liegt. 

H,, ist eine lineare Funktion der variablen r,, rj, ...,7r,. Das Produkt 


JT} = H, Ay. Hye O,(ae yes) 


ist em Polynom N-ten Grades von rj, rg, ..-, 7, und ein Polynom N’= N/2-ten 
Grades von rj ,7r3,...,7,, weil das Produkt sich nicht verindert, wenn r, 
in jedem Faktor durch —r, ersetzt wird. Daraus folgt, dass @,(x, y,z) ein 
Polynom von x, y, z ist, dessen Grad héchstens gleich N = 2" ist. Die Gleichung 


(9) ®,(x, y; 2) =0 
stellt also eine algebraische Fliche von der Ordnung »y = N dar. 
Die Ordnung der Flache 
P(x, y, 2) = (qi ri — gh 72)? — 2 C2 (gir? + qi73) +c‘ =0 
ist Vier bzw. Zwei, je nachdem qj + q; baw. qi =q: ist. Im zweiten Fall 


ist die Flache ein Rotationsellipsoid bzw. Hyperboloid, je nachdem der Abstand 
der Brennpunkte F und F, kleiner baw. grésser als [S| ist. 
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Da 

y= ty? +27—2 (a, x + by y + cy 2) + aj +3, +c) (k=1,2,.. 1) 
ist, haben die héchsten Glieder von ®,,(x, y, 2) die Form 

A (x? fy? $22) — APN, 2 oa? fy? 4 a2, 

wo A eine von den Koordinaten der Brennpunkte unabhangige Konstante ist. 
Die héchsten Glieder von @,(x, y,z) stimmen namlich mit den hdchsten 
Gliedern des Produktes L,L,... Ly iiberein, wenn man in jedem Faktor 
T] =l, =... =r, =r setzt, wennalso L,, =r (e,q, +e q, +... e,9,) ist. 


Deshalb ist 


A ST (e, gy 4-62 Gy + eS Een Qn) 


Die algebraische Flache (9) hat also nur dann die Ordnung N, wenn keine 
der adjungierten Flachen H,,(x, y, z) =0 eine verschwindende Gewichtssumme 
besitzt. Hat eine adjungierte Flache T,, einen reellen unendlichfernen Punkt, 
so hat die Flache (9) héchstens die Ordnung N — 2. 

Es gilt also der Satz: 


X. Die adjungierten Tschirnhaus’schen Fldchen n-ten Grades bilden eine 
algebraische Flaéche »y = N = 2"-ter Ordnung. Hat eine adjungierte Tschirnhaus’- 
sche Fldche einen reellen unendlichfernen Punkt, so ist y = N— 2. 

Dy dk Ty, cata G —— 0 
i 


— 


k= 


Die Tschirnhaus’sche Flache mit der Gleichung T = 


kann mit ihrer adjungierten von der Gleichung 


Py G71 + atot- > Ga Tea — We Te + ep Teta Fee) + Inn — C= 
=T— 2q,r, =09 
ausser dem Brennpunkt F;, keinen Punkt gemeinsam haben. Die multipolaren 
Koordinaten ihrer gemeinsamen Punkte geniigen namlich der Gleichung 
T— Ty) = 2q,7, =9. Liegt also F, nicht auf T, so haben T und Ty) keinen 
Punkt gemeinsam. 
Die gemeinsamen Punkte der Flachen T,,) und Ty, geniigen der Gleichung 


Ty — Ta =2 (4k Te — In Tr) = 9.- 

Ist qq, <0,s0 haben T;,, und T(,) keinen Punkt gemeinsam. Ist aber q, 4, < 90> 
so liegen die gemeinsamen Punkte von Ty) und Ty — unabhangig von JE Lage 
der iibrigen Brennpunkte und von ihren Gewichten — auf einer Apollonischen 
Kugel mit den Polen F, und Ff, mit dem Verhaltnis PF,: PF, =: %- 

9. Die geschlossenen Teilflachen, Schalen der algebraischen Flache . (9) 
sind adjungierte Tschirnhaus’sche Flachen n-ten Grades. Zwei Mantel cines 
zweischaligen. Rotationshyperboloids bilden zwei Schalen, obgleich sie im 
projektiven Sinne eine geschlossene Flache bilden. 
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Die Siitze iiber die Tschirnhaus’schen Flachen, deren Brennpunkte in 
einer Ebene liegen, lassen sich auf die Tschirnhaus’schen (ebenen) Kurven 
anwenden und umgekehrt. 

Die einfachsten Tschirnhaus’schen Kurven, die in einem Brennpunkt 
einen Punkt besitzen, werden von einer Pascalschen Schnecke S gebildet. ° 
Diese Kurve ist eine Konchoide, deren Basis ein Kreis K ist und deren Pol O auf 
dem Kreis K liegt. Ist das Zwischenstiick® kleiner als der Durchmesser von K, 
so ist Oein Knoten, in dem die Kurve S sich schneidet.? Diese Kurve S ist ein 
spezielles Cartesisches Oval’, das im Punkt O einen Brennpunkt besitzt. Der 
Pol O teilt die Pascalsche Schnecke S mit Knoten in zwei adjungierte Tschirn- 
haus’sche Kurven zweiten Grades, von denen die eineim Kreis K liegt und eine 
Eikurve T, ist. Beide Kurven haben im Brennpunkt O einen Eckpunkt. 

Ein vollstandiges Cartesisches Oval besteht aus zwei adjungierten Tschirn- 
haus’schen Kurven zweiten Grades®. 

Durch Rotation der Cartesischen Ovale um die Gerade ihrer Brennpunkte 


ergeben sich Tschirnhaus’sche Flachen zweiten Grades. 
10. Fiir adjungierte Tschirnhaus’sche Flachen zweiten. Grades gilt der Satz : 


XI. Sind q, > q. > 0 und f= F,F4, so stellt die Gleichung 
T = qty — Garg —C = 0 
dann und nur dann eine reelle Flache dar. wenn C= —4y f ist. Im Falle C = —q.f 


besteht diese Fliche aus einem einzigen Punkt. aus dem Brennpunkt F,. Die Fléche 
T umschliesst den Brennpunkt F, wenn —q,f< C<q,f ist. und beide Brenn- 
punkte, wenn C> qyf ist. Fiir C = q,f hat die Fléche T in Fy, einen Eckpunkt’ 

Die adjungierten Flachen mit der Gleichung 

T, = —qi714+ Gr2—C= 0, bew. T, = q371 + Gre—_C=0 
sind dann reell, wenn C = qz f, bzw. C = qp fist. 

Beide Fliéchen T und T, sind reell, wenn —qyf <C <qof ist. Im Falle 
0<C<qof liegt die Fliche T, innerhalb von T, im Falle 0 > C > —4, f liegt 
aber die Fliéiche T innerhalb von T,. 

Falls C = qgof ist, sind beide Fléchen T und Ty, reell und die Fliche T, wird 


von der Fldache T umschlossen. 


, 5 Vel. G. Lorta, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven. Bd. L: Die algebra- 
ischen Kurven (Leipzig; 1910), S. 147. Im dritten Teil der Arbeit von J. MotnAr, Uber 
Fadenkonstruktion ebener Kurven (K6ézépiskolai Matematikai Lapok, 2 (1950), S. 176—178). 
wurden auch Tschirnhaus’sche Kurven konstruiert, deren Gewichte ganze Zahlen von ver- 
schiedenen Vorzeichen sind. Dort wurde auch eine Pascalsche Schnecke dargestellt. 

* Bei G. Loria, a. a. 0.5, S. 136. 

7 Bei G. Loria, a. a. 0.5, Tafel IV., Fig. 29 a. 

§ Bei G. LortA, a. a. 0.5, S. 176—177. 


* Bei G. Loria, a. a. 0.°, S. 178. Die Behauptung von CHastes, dass die konjugierten 
Ovale einer vollstindigen Cartesischen Ovale keinen gemeinsamen Punkt im Endlichen haben, 
gilt nicht, weil sie in einem Brennpunkt einen Eckpunkt gemeinsam haben kénnen. 
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Eine Tschirnhaus’sche Fliche zweiten, Grades mit den, Brennpunkten 
F, und F, ist eine Rotationsflache mit der Achse F', F>. Sie ist reell, wenn. sie 
mit der Achse Treffpunkte besitzt, 

Die Achse wird von den Brennpunkten in drei Strecken, : a, b baw. c geteilt, 
Ein Punkt P liegt auf der Strecke a, b bzw. c, je nachdem die Punkte P, F, 
und F’, auf der Achse die Aufeinanderfolge PF, Fy, FPF, baw. F, FP besitzen. 

Bezeichnet x = 1r,(20) den Abstand PF,, so ist r, = PF, = fi», 
To= f—x baw. rg = x —f, je nachdem der Punkt P auf a, b bzw. c liegt, 
Die Differenz D = q,r,;— qor. hat in einem Punkt der Strecke a, 6 bzw. c 
den Wert 


Da = (41 — 4) x— Gof, Dy = (41 + 42) x — dof bzw. D, = (91 — 42) * + Qof. 


Die Flache T hat die Gleichung D— C = 0. Sie hat im Inrera der Strecke 
a, b bzw. c einen, Treffpunkt, wenn die Gleichung D, —C= 0, D, —C = 0, 
bzw. D,—C = 0 eine positive Liésung xg, x» <f bzw. x,>f besitzt. Daraus 
ergeben. sich unmittelbar alle unsere Aussagen tiber die Flache T. 

Die adjungierte Flache T, hat die Gleichung D+ C=0. Sie hat im 
Falle C < q,f auf a und b + c je einen, Treffpunkt. Dieser letztere fallt auf b, c 
bzw. in F,, je nachdem C > — q, f, C<—q, f baw. C = — qf ist. 

Beide Flachen, T und T, sind reell, wenn, —q,f < C < qof ist. Im Falle 
0 <C < qpf trifft die Flache T bzw. T, die Strecken a und b in, je einem Punkt 
und diese Punkte haben vom Brennpunkt F die Abstande 
x _ bf + a a) eal G x rea Cis on 


a a 


11 — 2 Gi e agi Pay ae qd: + 42° 


Wegen der Ungleichung C < q,f < q,f sind namlich x, < fund x <f. 

Aus den Ungleichungen. x, > x‘? > 0 und 0 <x}? <x, folgt, dass 
die Flache T, innerhalb von T liegt. Ebenso beweist man, dass T innerhalb 
von T;, ist, falls 0 > C > —4,f ist. Fir C = 0 fallen die Flachen T und T, in 
einer Apollonischen. Kugel zusammen. 

Bezeichne S die Summe qyr, + q272. Sie hat in einem Punkt P der Strecke 
a, b bzw. c den Wert 

Sa=(i@t gx +af, So=(u4—%)*+ a f(x < f), 
Se = (it 4) *—f (x > f)- 

Die Flache T, hat die Gleichung S—C = 0. Die Summe S hat auf der 
Achse den kleinsten Wert q,f. Die Flache T, ist also nur dann reell, wenn. C=9,f. 
Ist C = qof, so besteht die Flache aus dem einzigen Punkt F. Im FalleC > q.f 


ist die Flache T, reell und sie hat auf den Strecken. a und b + c je einen Treff- 
punkt. Der letztere fallt auf 6, c baw. in F,, jenachdemC < q,f,, C > q,f bzw. 


C —s Gf ist, 
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Die adjungierten Flachen T und T, sind gleichzeitig reell, wenn C > qo f 
ist, Dann liegt die Flache T, innerhalb der Flache T. 

Die Strecke a wird von der Flache T bzw. T, in einem Punkt P getroffen, 
fiir den 
qof +€ 
Pie f 


—qf+C 


qi + 4 


(2)! 
biw.-%q = 


xXq = 


ist. itis Falle C < q,f baw. C > q,f treffen beide Flachen (ausserhalb von a) 
die Strecke b bzw. c und fiir die Treffpunkte gelten die Gleichungen 


Gof + C am —Pf+C 
pa = = ei . 
ato’ gig) 6 >): 
—ft+C e Qof + C C 
— —*—— »~oa — “= (C> qf). 
“e qi 4a 3 qi + 4 ( nf 


X= 


Aus den Relationen 


tq > xe) i xp > Xb AG Gy sate oe ee eee 
Xp == Xe = f (Gg, f) 


pe kee 


folgt, dass die Flache T, innerhalb von T liegt. 

Damit ist der Satz XI bewiesen. 

Man kann leicht einsehen, dass die Gleichung T; = —q,r, — qor2 —C= 0 
nur dann eine reelle Flache darstellt, wenn C S —4q,f ist. 

Auf Grund des Satzes XI gilt auch der Satz : 

XII. Sind |q,|> |q.| > 0, C0 und |C| ~ |q.f|, so gibt es unter den 


adjungierten Fléchen 


QiT1 + Goro —C = 0, Qury — Garg — C = 0, G1 + ole C= 0, 
— li — Qaro—C = 0 


genau zwei von einem Punkt verschiedene reelle Fléchen. 

Sind |q,| > |\q2| > 0 und C= 0, so fallen zwei reelle adjungierte Fléchen 
in eine Apollonische Kugel des Punktpaares F',F', zusammen. 

Tst \q,\ = |qo| = 1. so gibt es unter den adjungierten Flachen zweiten Grades 
eine, zwei bzw. drei von einem Punkt verschiedene reelle Flachen, je nachdem 
iC) > f, \C| <f bzw. |C| = f ist. Die reellen adjungierten Fléchen bestehen aus 
einem Rotationsellipsoid, aus den zwei Mtinteln eines Rotationshy perboloids, bzw. 
aus der Strecke F,F, und aus ihren zwei Verldngerungen. 

Man kann niimlich annehmen, dass im Falle |q,| A |qo| > 0 qy > qo > Oist. 


(Eingegangen am 24. Mérz 1950.) 
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IMIOBEPXHOCTH WU KPHMBbIE TIIMPHrAYCA 
Il. C.-HAJIb (Cerez) 


(Pe310 me) 


IlopepxHoctb Nopayka mn TuwHpHrayca (KOpoTKO NopepxHocth T,) ecTb reomeTpHue” 
CKO€ MeCTO TOYeK, CYMMA PaCCTOAHHH KOTOPHIX OT 1 pasJIHYHbIX TOUeK F,,..., Fn (poKycos); 
YMHO)KeEHHBIX Ha JlaHHbIe YHCIa g,,..., Yn (Beca) paBHAeTCA moOcTOAHHOMY yncy C. Ecau 
(OKYCbI HaXOMATCA B KakOH-HOO MOCKOCTH, TO MOBepXHOCTh CHMMeTPHYHa OTHOCHTEJIbHO 
Heé, H KPHBaH, 10 KOTOPOH MepeceKaloTcA MOBepXHOCTb H ITA MWIOCKOCTb, HasbiBaeTcA K pHBOH 
TummpHrayca Nopsyka 71. 

B MYJbTHMOIAPHOH CHCTeMe KOOPAHHAT, MOmWCamMH KOTOPOH CY KaT (OK YCbl YpaBHe- 
Hig MopepxHoctH T). 


WE 


n 
; QKkPF,R—C= 2 Qktk—C= 0. 


k k=1 


I 
ra 


B ofHoli 43 MpexbiqynpAx padoT aBrop uccIeLYeT Mope pXHOcTH 7, C MOO KH TeIbHbIMH BeCca MH. 
B HactosmelH paOote He AeaeTcCA Takoro orpaHHyeHHA. TeomeTpHyeckoe MeCTO TOUEK, paccTos- 
HHe KOTOPbIX OT 71 pasJIHUHBIX chep dy (K=1,...,n) YoBneTBOpAeT faHHOe JIHHeH- 
Hoe ypaBHeHHe, Tak)Ke NoBepxHOcTbh 7}. IlopepxHoctH 7; H Tp’, OOnafaloujHe OOM MH PoKy- 
CaMH, KOH(OKaJbHbI B OOMee Y3KOM (LIHPOKOM) CMBICIE CIOBa, eCJIH B OTACJIbHBIX (OK Ycax 
Beca (HX aOcOMIOTHbIe BeEHYHHBI) OMHHaKOBEI. EcaH P,’ oOujan TOuKa MoBepxHoctek T,H Tn’, 
ecm C ofHHakoro AA OOeHX MoBepxHoctel, ecmH | gx| = | Qx’| (K=1,...,M) MH, Hakouel, 
ecw F’, nexKHT Ha UpAmol P,F', HIM eé MpOLOKeHHH, B 3aBHCHMOCTH OT TOPO, YTO qx’= |x 
WJM 9x’ = Jz, TO 9TH MoBpepXHOcTH NepcMeKTHBHO KOHOKaKaJIbHbI OTHOCHTEJIbHO TOUKH Py. 
Jipe Takve MoBpepxHocTH KacaloTcsa B TO¥Ke Py. TlopepxHocTH T’y, KOTOPbIe KOHPOKAaJIbHbI C 
TnB Gonee oOmem cMBICHe CIOBa, IIA KOTOpEIX C OfHMHaKOrO, HasbiBaloTcs COMpsAKeHHbIMH 
MoBepXHocTtAMH K Ty. Ty H CONpAXKEéHHBIe c Helo MopepxHocTH BMecTe OOpasYIOT TaKY!0 
anre6panuecky!0 NoBpepxHOcTb MopsxfoK KoTOpOH = N = 2h, 


SUR L’ORDRE DE L’APPROXIMATION D’°UNE FONCTION 
PAR SON INTEGRALE DE POISSON 


Par 
BELA SZ.-NAGY (Szeged), correspondant de l’Académie 


On sait que si f(x) est une fonction continue de période 22, son intégrale 
de Poisson 


dine 


: bccn =r 
f(r, hea (x +t) Ate 


A,{t) = 1— 2rcost +r? =(1 —r)? +4 2r (1 — cos?), 


tend, pour r > 1, uniformément vers f (x). Sarem et Zycmunp! ont démontré que 
si f (x) satisfait 4 la condition de Lipschitz d’ordre a (0 <a <1), on a 


IVA fix) =U. (i ——r]e 


Naranson* vient d’envisager aussi le cas a =1 et de démontrer la proposition 
plus précise suivante : 


Soit: 
u(r,a) =sup max | f(r, x) — f(x)| 
f x 


oi f parcourt la classe Lip,a des fonctions de période 2x telles que 


| f (%2) — f (x) = | X_— Xy | a. 
On a alors 


ee) log . 


1) a eat 
see (l—r)*¢ + O(1—r) pour 0 <a <1.) 


+0O(1-—r) pour a =1, 


1R, Satem — A. ZyGmuND, Capacity of sets and Fourier series, Transactions American 
Math. Society, 59 (1946), 23—41, en particulier p. 30. 

27. P. Naranson, Sur l’ordre de l’approximation d’une fonction continue 22-périodique 
par son intégrale de Poisson, Doklady Akad. Nauk SSSR, 72 (1950), 11—I4 (en russe). 

8Ici, et dans ce qui suit, O(1 — r)P désigne une quantité qui, divisée par (1 ==7)B, 
reste bornée dans J’intervalle 0 =r <1. A vrai dire, NATANSON a observé seulement que les 
termes respectifs au second membre de (1) sont égaux a Kq(r) (1 —r) avec Ka(r) borné dans 
tout intervalle ry =r <1 ot ry > 0. Mais une évaluation évidente prouve que u (7, a), done 
aussi Kq(r), sont bornés aussi dans le voisinage de r = 0. 
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Le but de la présente Note est d’envisager la méme question pour les fone- 
tions conjuguées 


= lee t 
f(x) = El px(t) cotg > dt 


~ 


yx(t) =f(x +t)—f(x—t) . 


Nous démontrerons la proposition suivante : 
Soit 
v(r,a) = a a [f(r, x).— f (x) | 


ou f parcourt la classe Lip,a. On a 
(2) v(r, a) = 24-1 cose (l—r)* + O(1—r)**! 
et cela pour 0 <a =1. En particulier, on a 


1 
(3) v(y1) =4 [ B88 de —1) + O11)? 3-9). 
It x a 


Partons de la formule 4 


at . 
= Lie r sint 


f (r, x) ane | px(t) 


Il en résulte que 


f a i r sl Te sy 
Aer B OE | Px(t) jess = =| ee | Px (t) core ee 
2 i x : 


Qn 


ou, grace a la périodicité de f (x), 


(4) Fir.) Fy mt cote ia — 
seat Wx +. (% —t) cotg — ny 
Lorsque f(x) €¢ Lip,a (0 <a =1), il en vient que 
(5) Fx) F(x) )| oil (21) cotg = eee “i 
+ ll 2 fw —1)}8 org 5 at 


Mensa par g(x) la fonction impaire de période 22, qui est définie dans 
par 


* Cf. par ex. A. Zycmunp, Trigonometrical series (Warszawa-Lwow, 1935), § 3.4. 
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22-1 xo =r sa 

| 2) 
ae ‘ 3 

24-1 (7¢ — x)@ nes es 


En écrivant (4) pour g,(x) au lieu de f(«),on voit que le second membre de (5) 
est égal a 
8a(r, 0) — ga(0) . 


Or on voit sans peine que gq(x) appartient aussi a la classe Lip,a, d’ow il 
résulte que 


(6) v(r, a) = Balr, 0) — ga(0) = 
2a (1 — rf? 7 
“peak Ua al ta cotg — - ut + | (a — #)4 cotg = - us 
Ld é 2 A,(t) ae 2 A,(t) 


Désignons la premiére de ces intégrales par I et la seconde par J. 


It 
Comme 4,(t) = 1 pour— = t = a, J est bornée par une con- 
2 


stante ne dépendant ni de r ni de a, 


(7) Vee JG, 
Pour I on a tout d’abord, puisque 4,(t) = (1 —r)? , 
(8) 0<1=C(a) /{i—?r?. 


D’autre part, vu que 
. Beet 211 — cost) = i412), 


et que 
1—cos t = t?/x pour Oss tesa2,-°) 
on a pour 0 St = a/2 
1 1 
Oe es sn a = 
A,{t) (lr) art 
r [t2— 2 (1 — cos t)] sete 
[(1 — r)? + 2r(1 — cos {ih ry? +r?) ]S aye 
Donc 


7/2 
| 


m/2 
: us | t* cotg : 70,\t) dt = 1, - Ry 
0) 


®) pe ieee 2° (1—r)? +r? 


x 


ou 


fe 


5 Cela vient par intégration de l’inégalité sin t = 2t/x, valable dans l’intervalle [2 |: 
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(10) 0<Rh, = C, (a) / Tee 

Le développement 
(u) : t 2u S : 
Clu) = ——_ co Wi = —— 
u F DE, n2 72 — u? 


n=1 


met en évidence que c(u)/u est une fonction positive et croissante 
0 =u =2/2, et par conséquent 


0 = c(u)/u == 47 = 0 Seu) sue 


On en tire que 


n/2 rt/2 ¢ 
(yt =f et 4 _ ae = wide yf 1) 
Leola (sree 2}(l—n? fre 
ou 
9 1/2 
(12) Oe Rete poe ot = C,(a)/r; 
Es dale Tie 
d’autre part, 
7 dt x 
(13) 1 | 2¢4—1 ——________ | =I,—R, 
y (1 —r)? + rt? 
ou = 
e 214-1 
(14) Oho | dt = C,(a)/r. 
us 
En substituant 
rt? is 
(leer) areee 
on obtient que 
oO, Gone 
(15) Totes sel ioe 
rala 1+x 
Or cette intégrale est égale A 7 cosec a 5) ; et puisque 
1 1 1 
We —l= —r4?) = — 
pale yal2 (I ee ) = pala (I r), 


° Cf. par ex. E. C. Trrcumarsu, The theory of functions (Oxford, 1932), 105. p. 


pour 
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on a 
(16) I, =(1—r)@ zx cosec = + R, 
ott : 
(17) eyes A DE 

| val? 


En réunissant (9) — (17), on voit que 


= (1 — r)*~ z cosec = + Rr, a) 


R(r,a) =O (l1—r)*"_ pour r>1. 


En vertu de (8), la quantité J, et par conséquent aussi Ja quantité R(r, a), 
restent bornées dans tout intervalle 0 =r =r ot ry < 1. On en conclut que 


| R(r,a)| = K(1—r)2-} 


dans tout Vintervalle 0 Sr <1 avec une constante K = K(a). 
Ku égard aussi a (6) et (7), cela achéve la démonstration de (2). 
Pour démontrer (3), observons que 


4 < sin (2n +1) x 
o . = —- i n 9 
£1(x) = > ( ) (2n “fs 1)2 


n=0 
Soh 2 2 Sire eae 
Cat — —————S— 
81 1 (2n + 1)? 
At cos (2n + 1)x 
a es —————— yont+l L\t 
81(T, x) a 2 ( ) (2n +1)? 
d’ou il s’ensuit que 
z me nl— eee 4 - arctg 2 
ore 2 = = dz. 
o(r, 1) = g1 (r, 0) — g,(0 a =| (Qi 1)? om | % 
Vu que 
t 
0 arctg z 2 1 pour 0O=7= iivet lim BIEle ~ x ? 
z z—>1 2 4 


cela prouve (3). 
(Regu le 15, juin 1950.) 
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188 B, 8Z.-NAGY: SUR L’ORDRE DE L’APPROXIMATION D’UNE FONCTION 


O MEPE AMPOKCHMALUMY ®YHKUMY EE UHTEDPAJIOM ITYACCOHA 
B. C.-HAJ[b (Cereq) 


(Pe310me) 


Iyerp Lip, a Kaacc nepHosnueckHx PYHKUHH, C NepHo_oM 27 H YOBIeTBOPAIOMIHX 
yenosue | f(x,) —f (x,)|=|x,—x,|*% . Myerb f(r, x) coorsercTBeHHbIi HHTerpan ITyac- 


COHa : 
U 


in» =a f+) A —P) (1 —2rcost +r) det. 


—7 
VM. Tl. Haracou HefaBHo Hamén cneqyiomyio Teopemy ; Ecnu f(x) mpoderaet Kaacc Lip, a, TO 


u(r,a) = sa eae | f(r, x) — f(x) | = 


mp A Us, ecu a=—1, 


| (2/2) (1 — r) log 


_ arr 
[see Ft 92+ 00 —r) ecmuw O<a<cl, 


Hacroamasa paOota paspemaeT aHaorHuHbit BOMpoc AJA CONpAKeHHBIX PYHKUHE : 
Ecau f(x) cHopa mpoderaet knace Lip, a, To v(r,a) = sup max | 7 x) —F (x) | = 
hg x 


ay 
= 24-1 cosec > (1—r)a + O(1 —r)1+4, He Tonbko NpH O<a <1, HOH BCHYyae a = 1: 


1 
4 . 
Wr 1) = = a 


dt=1—r+0(1 Sta eee 
wu 


SUR LE PROBLEME DE FACTORISATION 
DES GROUPES CYCLIQUES 


Par 
G. HAJOS (Budapest), correspondant de l’Académie 


1. Soit C un groupe abélien, 4 et B deux de ses sous-ensembles. Nous 
disons que C est le produit des sous-ensembles A et B, 


G = AB, 


si l’on trouve a chaque c€C des éléments a € A et b€ B pour lesquels on a 
c =ab et s'il n’y a pas d’autres éléments suffisant 4 cette condition. In n’est 
pas facile de trouver toutes les factorisations C = AB d’un groupe donné. 
C’est le probléme de factorisation de ce groupe!. 

Si A est un sous-groupe de C, alors tout ensemble B représentant des 
classes appartenant 4 C/A nous donne une factorisation C = AB. Ce ne sont 
alors que les factorisations ne contenant pas un sous-groupe comme facteur 
qui nous intéressent. De telles factorisations existent, ce que montre l’exemple 
suivant : Soit C un groupe cyclique défini par a8 =1, A =(1, a’), B= 
_=(1, a, a4, a>); aucun des sous-ensembles A et B n’est un sous-groupe et 
nous avons pourtant C = AB. 

Nous disons que le sous-ensemble A du groupe C est périodique sil y a un 
élément a € C différent de l’élément neutre, pour lequel aA = A. Dans ce cas 
A peut étre représenté comme produit du sous-groupe cyclique engendré par 
a et d’un sous-ensemble. Les sous-ensembles représentables comme le produit 
d’un sous-groupe et d’un sous-ensemble quelconque sont alors justement les 
sous-ensembles périodiques. Les sous-groupes sont périodiques. L’ensemble 
B de l’exemple ci-dessus est périodique, comme a*B = B. 

Il se pose la question si toute factorisation d’un groupe abélien contient 
un facteur périodique. En général, ce n’est pas le cas, comme le montre l’exemple 
suivant de T. Szete: Soit C le groupe cyclique infini engendré par l’élément a; 
nous désignons par A le produit des sous-ensembles (1, a”), (1, a°), (1, G22). aoe 
et par B le produit des sous-ensembles (1, ian) (le Gs) s (16 Got )y ta aucun 
de ces sous-ensemble n’est périodique et nous avons C = AB. 

Il est plus difficile de trouver une factorisation sans facteurs périodiques 
d’un groupe fini. I] n’est méme pas facile de décider si un groupe cyclique donné 


1 Cf. G. Hajos, Sur la factorisation des groupes abéliens, Casopis, 74 (1950), pp. 157-162 
3% 
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posséde une telle factorisation.? Il n’y en a pas si Vordre du groupe cyclique 
est une puissance d’un nombre premier. Non plus, comme L, Reper a montré?, 
si ordre est le produit de deux ou trois nombres premiers. Le but de cette 
note est de prouver qu’ils existent des groupes cycliques finis qui peuvent étre 
représentés comme le produit de deux de leurs sous-ensembles non-périodiques 
Plus précisément, nous démontrerons le théoréme suivant : 


Un groupe cyclique fini, l’ordre duquel est le preduit de trois nombres entiers 
premiers entre eux, parmi lesquels il y a au moins deux nombres composés, peut 
étre représenté comme le produit de deux de ses sous-ensembles non-périodiques. 


Il est une question ouverte si l’affirmation de notre théoréme s’accomplit 
pour autres groupes cycliques aussi. La question est indécise pour les ordres 
pq? pq’, pqr’. pars, ou p, q, r, s sont des nombres premiers, a, B,y des entiers 
positifs dépassant lunité. 

2. C’était un raisonnement géométrique qui nous conduisait 4 notre 
résultat. Nous faisons connaitre cette voie. Pour ensemble de figures géomét- 
riques et ensemble F' de translations (éventuellement d’une seule) nous désig- 
nerons par Fp l’ensemble des figures résultant de a en lui appliquant la transla- 
tion A, ob aE yet AE F. Nous écrirons aussi A =(a— a’), si da = a’, 


Nous considérons espace 4 n dimensions et Je découpons en parallé- 
lotopes congruents par n suites d’hyperplans paralléles équidistants. Un de ces 
parallélotopes soit a et leur ensemble (z). Nous désignons par P le groupe des 
translations T’ pour lesquelles on a T(x) = (2). 


Nous choisissons un parallélotope @ qui contient a et se compose des 
parallélotopes de (z). C’est a dire, @ n’a pas de point intérieur commun avec 
ceux des parallélotopes de (z) qui ne sont pas contenu en go. Nous remplissons 
Pespace simplement par des parallélotopes congruents a ¢ et de situation paralléle, 
chacun desquels se compose des parallélotopes de (x). L’ensemble (@) de ces 
parallélotopes jouit de la propriété que chaque élément de (x) est contenu par 
un et un seul de ses éléments. Soit R le groupe des translations pour lesquelles 
R(o) = (e). 

P et R sont des groupes abéliens, R un sous-groupe de P. En choisissant 
convenablement l’ensemble (@), le groupe-quotient C = P/R sera un groupe 
fini ou bien cyclique. Nous définissons maintenant deux sous-ensembles des 
éléments de C, c’est a dire des classes des éléments de P définies par R. 


el G1) are! 
3 Cf. 1. c.2 et L.. Reps, I. ¢.4 


* Cf. Particle suivant de ces Acta: L. Réprr, Ein Beitrag zum Problem der Faktorisation 
von endlichen Abelschen Gruppen, Acta Math. Hung.,1 (1950), 197—207. 
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Nous considérons d’abord les éléments T'€ P pour lesquels on a Tz €0 
Chacune de ces tranlations T appartient A une classe définie par R,> Vensemble 
desquelles soit désigné par A. On a alors AC Ro. * 

De plus nous considérons les translations T pour lesquelles on a Tavera). 
L’ensemble de toutes ces translations se compose de certaines classes définies 
par R. En effet, si T, et T, appartiennent 4 la méme classe, c’est A dire, si 


T,T, € R, il suit de T,0 € (0) 
Tye = (T,T,") (T.e)€ R (0) = (@). 


Nous désignons par B l’ensemble des classes définies par R et contenus dans 
Vensemble des translations considérées. 

Nous démontrons qu’on a C = AB. Soit T une translation appartenant 
a une classe c€C, soit Ta =z’ et a’ Co’ €(o). Soit z* €(z) le parallélotope 


pour lequel (@— 0’) x* = a’ et par conséquent z* Co. Si U= (n> 2*) et 
y= (9— ¢), alors T= UVet UVeace A, VEbEB. I s’ensuit donc c =ab. 
“i par contre a,b, = a,b,, ou a; € A, b; E B(i = 1, 2), soient alors 


U, et V, des translations pour lesquelles T = U,V, = U,V, et 


U; € a;, Un = 2;C oe, 
V, € b;, Vio = 0;C (@). 


U 


Comme Tx =V,(U;x) =V,2; < Vo = ¢@,, il suit 0, = 0, et par conséquent 
V, = (0+ @:) = (0 > @:) = Va Uy = TV," = TV,” = U;, donc a, = 
= a, et b, =b,. Ce qui finit la démonstration de C = AB. 

L’ensemble B n’est pas périodique. Soit en effet aB = B, ot a€C, et 
T une translation appartenant 4a la classe a. Nous démontrerons notre proposi- 
tion en prouvant T(e) =(g), on en conclut T € R et que a est |’élément neutre 
du groupe C. Soit 9, € (0), (0 > 0) € 6, € B et aby = 6, € B, alors T (9 > Q,) € bg. 
Comme 


To, = [T (e—2@,)] e € be C (e) 


et comme cela est valable pour tous les parallélotopes @, € (g), on a vraiment 
T(e) = (e). 

Si aA = A, ow a EC, et TEa, on a alors T(Re) = Ro. Soit en effet 
mC 0,€ Ro, (00) x* = 7% et par conséquent x* C 9. Tl suit 


Me 


Tx, = T (9 @,) a* = (0+ a) T(#> 2*) mE 
E(o->0,) aAm = (90> 0) A7 CR-Ro= Re. 


5 On démontre aisément qu’elles appartiennent toutes a des classes différentes. Mais 
_ nous n’emploierons pas ce fait. 
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Comme cela est vrai pour tous les parallélotopes 0, C Re, on a T(Re) = Re. 

Lorsque l’ensemble Rg des parallélotopes consiste des parallélotopes 
isolés, la relation T (Re) = Re entraine T€R. Dans ce cas 1a, A n’est pas 
périodique parce que ad = A et T€a entrainent T€R, ce qui assure que 
a est l’élément neutre du groupe C. 

Nous avons obtenu une méthode pour construire des groupes C qui 
peuvent étre représentés comme le produit de deux de leurs sous-ensembles 
non-périodiques. Lorsqu’on choisit convenablement l’ensemble (g) de parallé- 
lotopes construits des parallélotopes de (x), le groupe C défini par cet ensemble 
sera cyclique. On a pour les sous-ensembles A, B définis ci-dessus C = AB 
et aucun de ces facteurs n’est périodique si Re consiste de parallélotopes isolés. 

3. Pour démontrer notre théoréme nous choisissons un ensemble de parallé- 
lotopes convenable. Soit C un groupe cyclique de Vordre n =m, my,mzg, ot 
M,, My, Mz sont premiers entre eux. Soit m, =u, Vv, et Mz —Uy Vg, OU les 
entiers U,, Vj, Us, Ve dépassent l’unité. 

Nous opérerons dans l’espace a trois dimensions. Nous désignons les 
translations par leurs vecteurs. Soient i, j, k trois vecteurs d’unité, un a l’autre 
orthogonaux et soit 7 un cube a arétes d’unité paralléles 4 ces vecteurs. 
x définit un ensemble (7) de cubes. Le groupe P appartenant 4 (7) est engendré 
par les translations i, j, k. 


Pour @ nous choisissons le parallélépipéde contenant les cubes qui résultent 
de z en lui appliquant les translations 


a+ pj (a =0, 12,095, a — sp Uae ene eee 


Soit R le groupe engendré par les translations m,i, m,j, m,k. Le groupe-quotient 
P/R est le produit extérieur des groupes cycliques d’ordre m,, mg, m3. Comme 
ces nombres sont premiers entre eux, P/R est isomorphe au groupe donné C. 

Sinous réussissons a définir l’ensemble de parallélépipédes (@) de la maniére 
que ce soit vraiment le groupe R qui appartient a lui, nous recevrons une factori- 
sation de C en facteurs non-périodiques, comme Re consiste de parallélépipédes 
isolés, 

Nous considérons dans ce but d’abord ensemble (@)' des parallélépipédes 
résultant de @ en lui appliquant les éléments du groupe engendré par les trans- 
Jations uzi, usj, k. L’ensemble (@)’ remplit espace simplement. 

Ceux des parallélépipédes de (@)’ qui résultent des parallélépipédes de 
Ro en leur appliquant les translations . 


k+uuyi, wi+trusj (4, ¥ entiers) 


forment des colonnes en direction de i et j respectivement. Cela veut dire qu’en 
translatant les sous-ense mbles de (0)’ ainsi définis en direction de ion j respecti- 
vement, on regoit des ensembles de parallélépipédes remplissant la méme 
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partie de l’espace que remplissaient les ensembles originels. Nous supprimons 
de (@)’ les dits deux sous-ensembles et les remplagons par les ensembles qui 
résultent des ensembles supprimés en leur appliquant les translations i et j 
respectivement. L’ensemble regu remplit l’espace simplement et nous le choisis- 
sons pour ensemble (0). 

Il suit de la définition de (@) que les parallélépipédes de Ro appartiennent 
a (@) et qu’on a R(0) = (2). On constate aisément qu’en appliquant aux parallé- 
lépipédes de Re soit la translation k, soit la translation u,i, on ne regoit pas des 
parallélépipédes appartenant 4 (@). Comme les autres parallélépipédes de (@) ne 
jouissent pas de cette propriété, on en conclut qu’une translation T satisfaisant 
a T(@) = (@) satisfait nécessairement aT(Roe) = Ro aussi et on a par 
conséquent T'€ R. C’est alors vraiment le groupe R qui appartient A (@). 

4. Nos raisonnements nous ont conduit a des facteurs non-périodiques 
du groupe C. Nous allons maintenant 4 formuler et vérifier notre résultat en 
termes pures de la théorie des groupes. C’est ainsi que la note présente reste 
logiquement compléte méme si on supprime 2 et 3, 

Soient a, b, c les éléments générateurs du groupe additif abélien C, 


m,4a+=,0, Ms bs ==.0, mz ¢ = 0 


ses relations définissantes, ot1 m,, mg, m, sont premiers entre eux de sorte que 
C est un groupe cyclique d’ordre n =m, my, mz. Soit my =U, Vy, My = Ug Vg, 
OU U;,V;, Uy,V, dépassent l’unité.Nous définissons deux sous-ensembles du groupeC. 


Les éléments du sous-ensemble A sont 
aa+f6b (fe eee ee Da 0e ly cn — 1). 
Ce sous-ensemble n’est pas périodique. Si en effet x + 4 = A, alors 
x +0 et eee 1) ets us 1b 
appartiennent 4 A, done x est un élément commun des ensembles 
A et A — (u, — 1) a— (u, — 1) b. 
Mais le seul élément commun de ceux-ci est 0 et on a x = 0. 


Les éléments du sous-ensemble B sont 


au,a+fu,b (a. 3 1), 
u,a+(1 + B ug) 6, 
au,a+ fPu,b +c (6 # 0), 


(l +au,)a+e, 
au,ja+Pu,b+yc, 
ou les entiers a, B, y satisfont (au dela des restrictions faites) aux inégalités 


Osa<crvy, 0S 8 <vx, 257 <m. 
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B n’est pas périodique, comme 0 est le seul de ses éléments qui ne donne pas 
un élément de B en lui additionnant soit u, a, soit c. 

Le groupe C est la somme des sous-ensembles A et B. On le montre de la 
maniére suivante. C est évidemment la somme de A et de l’ensemble B’ des 
éléments au,a +fu,b+yc (0 Sa<v,,0=f6 <v,,0 Sy <m,). B ne 
différe de B’ que par ccla qu'il contient 


u,a +(1 +f u,)b au lieu de u,a+ Pu, b, 
(l +au,)a+e au lieu de au,a+e. 


Ces pairs d’ensembles donnent les méme résultats si on leur additionne les 
ensembles [0, b, 2b, ..., (ug—1) b], [0, a, 2a,..., (uy — 1) a] respectivement. 
Ces pairs de sous-ensembles donnent alors les méme résultats en leur addition- 
nant le sous-ensemble A qui est la somme des deux sous-ensembles mentionnés 
A cause de cela, on a A+ B=A4+B' =C. 

5. Le plus petit des nombres n qui satisfait 4 la condition de notre 
theoréme est 180. Nous donnons pour cet ordre un exemple de factorisation en 
facteurs non-périodiques. Nous parlons du groupe additif des nombres entiers 
mod 180. 

Les éléments de A sont 


0, 20, 45, 65, 100, 145. 


Les éléments de B sont 


0, 6, 10, 12. 18, 24, 42, 485954, 60, 60,5 70) tenia 
84, 96, 102, 108, 114, 120, 130, 132, 138, 144, 156, 162, 168, 171, 174. 


En additionnant par couple les éléments de ces deux ensembles, on recoit un 
systéme de résidus complet mod 180. 

6. Toutes les factorisations des groupes abéliens finis connues jusqu’a 
présent sont quasipériodiques dans le sens suivant du mot: Nous disons que 
la factorisation C — AB est quasipériodique si l’un des facteurs, p- ex. B, est 
décomposable en ensembles B,, B,,..., B, de la maniére que les ensembles 
AB,, AB,, ..., AB, résultent en multipliant l'un d’eux par des éléments 
d’un sous-ensemble périodique. C’est a dire, il existe un ensemble périodique 
(b,, by,..., 6), pour lequel les sous-ensembles 4B, et AB, 6; ne différent que 
dans leur ordre. Il est une question ouverte si toutes les factorisations des 
groupes abéliens finis sont quasipériodiques. La réponse n’est pas connu méme 
pour le cas des groupes cycliques finis. 


(Regu le 10. Mars 1951.) 
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MPOBJIEMA PAKTOPH3SALUMU UWMNKJIMVYECKUX TPYNM 
r. TAEW (Bysanemr) 


(Pez1me) 


TlogmHoxectga Au Brpynns A6ensn C pator baktopuszaunw C — AB, ecau Lan 11000r0 
anemeHta c € C MO*KHO EMHHCTEEHHEIM OOpazom HalitH Takne aE Aube B, wroc = ab. Mobi 
FOBOpHM, 4TO MOAMHORKecTBO A rpyltn C NepwosuyHo, ecu Brpynne C HMeeTCA OTIHYHEIG 
OT CHMHKUbI 3E MET A, YLOBIeETBOpPAIOUINA ycnOoBnW aA = A. 

Pa6ora cosepxKHT fOKasaTeNbCTBO cCesyiouleH TeEOpeMbl: eCIH NOpALOK py 
Iipovusbeszenue Tpéx TaKHX YHCe, KOTOPbIe BSAaHMHO TpoctTbl H CpefH KOTOPbIx HMeeTCA TO 
KpalveH mepe OfHO Mpoctoe yHCN0, TO sTa TpyNNa UMEeT TaKYWO (hakTOpH3alHW, B KOTOPOK 
HM OfMH w3 4neHOB He NepuosnueHx. 


au 


EIN BEITRAG ZUM PROBLEM DER FAKTORISATION 
VON ENDLICHEN ABELSCHEN GRUPPEN 


Von 


L. REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


§ 1. Einleitung 


Fir eine endliche Abelsche Gruppe @ ist es ein interessantes, aber schwie- 
riges Problem, eine Ubersicht iiber die méglichen Faktorisationen 


(1) ii ee Sy 


von (§ zu gewinnen, wobei die %; Komplexe (Teilmengen) von ( sind ; diese 
Gleichung soll bedeuten, dass sich jedes Element von @ genau einmal in der 
Form A,...A4, (A;€ Sj) darstellen lasst. Die Faktorisation (1) nennen wir 
echt, wenn jeder Faktor St; aus mindestens zwei Elementen besteht. 

Das bisher Gesagte soll fiir spatere Zwecke auch im allgemeineren Fall 
gelten, wenn in (1) statt ( ein Komplex & steht. Fiir zwei Komplexe %, % 
sagen wir, dass ein Teiler von % ist, in Zeichen |B, wenn es eine Faktorisation 
B= WC gibt. 

Wenn in (1) die besondere Annahme &; = 1, A,;,..., Af (i =1,..., D) 
gemacht wird, so hat man die Beantwortung im beriihmten Satz von Hasos [1 ]}, 
nach dem dann in (1) mindestens ein St; eine Gruppe sein muss. Verfasser [5 ] 
hat dem Satz eine verscharfte Formulierung gegeben, nach der alle méglichen 
Hasos’schen Faktorisationen von sich angeben lassen. Vereinfachungen 
des Beweises von Hasos finden sich bei Verfasser [4] und Szere [6]. 

Im allgemeinen Fall kann (1) gelten, ohne dass ein St; durch eine Gruppe 
(1) teilbar ware, wofiir ebenfalls Hasos das erste Beispiel gab, das mit seiner 
freundlichen Erlaubnis Verfasser [2] veréffentlicht hat. Daselbst hat Verfasser 
auf verhaltnismassig sehr kompliziertem Wege den kleinen Satz bewiesen, dass 
in jeder echten Faktorisation (1) einer nichtzyklischen Gruppe © von Primzahl- 


quadratordnung (Fall | =2) das eine von St, &%, durch eine Gruppe (71) 
teilbar ist. 

Im folgenden betrachten wir nur den verhaltnismassig sehr einfachen 
Spezialfall von (1), dass © zyklisch und / = 2 ist. Frither hat Hasos nach seiner 
miindlichen Mitteilung vermutet, dass dann in jeder echten Faktorisation (1) 


1 Die [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit, 


198 L. REDEI 


das eine von §,, ©, durch eine Gruppe (-/ 1) teilbar sein muss ; vor kurzem 
aber hat er seine Vermutung widerlegt. Und zwar gelang ihm das fir alle ©, 


ausgenommen die Ordnungszahlen von der Form 
(2) Pq’ P° ar pars (e, f = 0), 


wobei p, q, rT, Ss verschiedene Primzahlen bezeichnen ; seine Arbeit dariiber 
erscheint in diesen Acta.2 Die restlichen Ordnungszahlen (2) sind bei ihm 
fraglich geblieben, aber ich habe schon im Jahre 1945 bewiesen, dass insbeson- 
dere pqr tatsachlich ein Ausnahmefall ist. Wohl ist mein Beweis interessant, 
trotzdem wollte ich ihn wegen seiner Mihsamkeit nicht publizieren. Ich tue das 
jetzt wegen der durch die Hasos’schen Untersuchungen erhéhten Aktualitat 
meines an sich sehr bescheidenen Resultats, das namlich nunmehr auch zeigt, 
dass das Resultat von Hasos «beinahe» scharf ist. 


Zum Beweis werden wir langer ausholen miissen, so dass wir eine Methode 
ausarbeiten, die zur Untersuchung aller Faktorisationen © = St, &, von 
beliebigen endlichen zyklischen Gruppen geeignet zu sein scheint ; trotzdem 
konnten wir auf diesem Wege nicht alle kritischen Ordnungszahlen (2) erledigen. 
Ausser dem gesagten Fall pgr konnten wir nur noch die sehr leichten Falle 
p®, pq mit abnlichem Resultat beantworten. Endgiiltig formulieren wir unsere 
Behauptung im folgenden : 


eae on : ‘ : 

Satz. Eine zyklische Gruppe von einer der Ordnungen p*, pq, pqr (P, 4.7 
verschiedene Primzahlen) ldsst sich nur so in das Produkt von zwei Komplexen 
mit je mindestens zwei Elementen faktorisieren, wenn einer der Faktoren durch 


eine Gruppe (1) teilbar ist. 


Ich will noch kurz betonen, dass die Faktorisationsprobleme aller Art 
von Abelschen Gruppen im allgemeinen nicht nur an sich, sondern auch in ihren 
Zusammenhangen interessant sind, weshalb es sich lohnt, ihnen eine grosse Auf- 
merksamkeit zu widmen. Z. B. kommt (1) fiir zyklische © dem folgenden additiv- 
zahlentheoretischen Problem gleich : Es sind auf jede mégliche Art | Mengen 
M,,..-,M;, von ganzen Zahlen anzugeben, so dass x, +... +x (x, € M,) 
ein volles Restsystem mod m durchlauft. Der anfangs erwahnte Satz von Hayos 
ist eine Aquivalente der Vermutung von Minkowski iiber lineare Ungleichungen 
(vgl. auch Reéper [3]). Verfassers [2] erwahnter Satz itber die Gruppen von 
Primzahlquadratordnung steht mit einer dort bewiesenen Maximaleigenschaft 
der Gaussischen Summen im engsten Zusammenhang. 


* G. Hasos, Sur le probléme de factorisation des groupes cyecli Acta M. 
1 (1950), S. 189—195, groupes cycliques, Acta Math, Hung., 
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§ 2. Vorbereitun gen 


Durchwegs bezeichne © eine zyklische Gruppe von der Ordnung 
O(%) =n (> 1) mit einem erzeugenden Element A. 

Als Polynome der Unbestimmten x werden stets nur solche mit ganzen 
rationalen Koeffizienten zugelassen. Ein Polynom f (x) (4 0) mit lauter Koeffi- 
zienten = 0 nennen wir positiv und schreiben hierfiir f(x) > 0. Insbesondere 
werden die positiven Polynome von der Form 


f(x) =a +... alt (tu S=t, (mod n) fir u F v) 


eme grosse Rolle spielen ; diese nennen wir elementar (fiir n). Zwei positive 
Polynome f(x), g(x) mit f(x) = g(x) (mod x"—1) kénnen nur gleichzeitig 
elementar sein. Dann sind ihre Gliederzahlen gleich und die in ihnen vorkom- 
menden Exponenten paarweise kongruent modn . 

Das n-te Kreisteilungspolynom wird mit F(x) bezeichnet, hierfiir gilt 
bekanntlich 


(2) x? —1 =T1 F,(x), 
d\n 
woraus 
(3) F(x) =T1 (x4 — Luria) 
dn 


folgt; « bezeichnet die Funktion von Mosius. Von (3) liest man die bekannten 


Formeln ab : 
(4) Pre a e118 
‘4 | 1, wenn n (> 1) keine Primzahlpotenz ist. 


Nach (2) gilt 
(5) Ltxet+... +x =I Pile). 


Stets bezeichnen ®,(x), P(x) zwei Polynome mit 
(6) Lfe ti... batt =x) 6,2), 
ae D1), Px1) > 0. 


Da die F(x) irreduzibel sind und nach (4) F(1) > 0(d> 1) gilt, lassen 
sich die ®,(x), D,(x) so gewinnen, dass man die F’,(x) in (5) beliebig in zwei 
Klassen einteilt und fiir beide Klassen das Produkt der Elemente bildet. Kurz 


nennen wir die ®,(x), ®,(x) komplementare Teiler von de git eg 
Einem beliebigen Komplex 
(8) GA A et A 


ordnen wir das Polynom 
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(9) R(x) =a +... alt 
zu. Dieses ist elementar und mod x” — 1 eindeutig bestimmt. Umgekehrt 
gehdrt dann zu jedem fiir n elementaren Polynom f (x) ein einziger Komplex 8, 
so dass f(x) = 9(x) gilt. 

Insbesondere gilt 


(10) G(x) =1l+x +... +2"-?. 


Allgemeiner gilt offenbar folgendes : Ein Komplex St ist dann und nur dann 
eine Untergruppe (1) von &, wenn 
x? —] 


Pee | 


(11) Q(x) =1l taf +... pat t= (d\n, dfn). 


Trivial ist auch der folgende 
Hyrssatz 1. Fiir drei Komplexe Se g,. A ist 


(12) Discs 
gleichbedeutend mit 
(13) R(x) = K(x) K(x) (mod x” — 1). 


Wir beweisen : 
Hiressatz 2. Ein Komplex & ist dann und nur dann durch eine Gruppe 

(~ 1) teilbar, wenn es ein d mit 
x? —] 


nee a | 


K(x) (d|n, dfn) 


gibt. 
Die angeschriebene Teilbarkeit ist naimlich gleichbedeutend mit der 
Erfillbarkeit von 
Q(x) = x? —] a ae 
(x) =" f(®) (mod *—1) 
durch ein Polynom f (x). Dessen Grad darf < d angenommen werden und dann 
ist f(x) mit §(x) zusammen (vgl. (11)) notwendig elementar fiir n. Hiernach 
und nach Hilfssatz 1 ist Hilfssatz 2 richtig. 
Wir beweisen den folgenden 


Hixrssarz 3. Alle Faktorisationen 


von & gewinnt man so, dass man zwei komplementire Teiler ®,(x), P(x) von 
1 +x +... +2" nimmt (definiert durch (6), (7)) und nach zwei Polynomeo 
Sil), f (x) mit 


(15) P(x) f,(x) , P,(x) f(x) > 0, 
(16) fd) = fed 
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sucht, dann sind die zwei Produkte in (15) elementar (fiirn), somit gibt cs zwei 
Komplexe &,, &, mit 


(17) G(x) = Py (x) fi(x), Ry(x) = O,(x) f(x) ; 

diese St, ® sind die sémtlichen Lésungen von (14). Dabei geniigt es, sich auf 

die f,(x), fa(x)2u beschrénken, fiir die die Produkte in (15) vom Grade <n sind. 
Setzen wir namlich zunachts voraus, dass (14) gilt. Wegen Hilfssatz 1 

und (10) gilt dann 

(18) Lix +... +a" = R(x) &,(x) (mod x* —1), 

wobei man annehmen darf, dass %(x), %,(x) vom Grade <n sind. Aus (18) 


folgt, dass die linke Seite ein Teiler der rechten Seite ist, gewiss gibt es also 
nach (6) zwei komplementire Teiler ®,(x), ®,(x) der linken Seite mit 


(19) P(x) | Ky(x), P(x) | Ko(x) « 


Hiernach existieren zwei Polynome f;(x), f.(x) mit (17). Hieraus und aus (18), 

(6) folgt 

(20) 1=f,(x) f.(x) (mod x—1). 

Dies ergibt 1 =f,(1) f,(1),fA(1) =fo(1) =+1. Andererseits gelten (1), 

R,(1) > 0, und so folgt aus (17), (7) notwendig f,(1), f,(1) > 0 . Dies mit 

dem vorigen zusammen ergibt (16). Nach (17) besteht auch (15), und dabei 

sind mit St,(x), %,(x) zusammen auch die Produkte in (15) vom Grade < n. 
Wenn umgekehrt (6), (7), (15), (16) gelten, so schliesst man, wie folgt. 

Wegen (16) gilt (20). Dies und (6) ergeben 

tel) Dex. x = @, (x) f(x) (x) f(x) “(mod x*— 1). 

Hieraus folgt, dass die zwei Produkte in (15) fiir n elementar sind, d. h. durch 

(17) wirklich zwei Komplexe St,, %, definiert werden. Nach (17) und (21) gilt 


(18), und dies mit (10) zusammen ergibt nach Hilfssatz 1 die Richtigkeit von (14). 
Wir haben Hilfssatz 3 bewiesen. 


Hirssatz 4. Ein Polynom f(x) ist dann und nur dann durchF,, (x) 
teilbar, wenn 


(22) ees ee (2) 


sn x? — 1 


gilt, wobei die f,(x) Polynome mit ganzen Koeffizienten bezeichnen. 
Offenbar ist namlich F,,(x) der grésste gemeinsame Teiler der Polynome 


n 
el (d\n), 
qe J 


woraus die Behauptung folgt. 
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Hitrssatz 5. Man bezeichne mit nj, ..., 7, diejenigen maximalen Teiler 
von n, die je einen Primfaktor von n nicht enthalten, wobeit die Anzahl der 
verschiedenen Primfaktoren von n ist. Fiir jedes ganzzahlige Polynom f (x) guilt 


Me LS | 
1 nt 

(23) f (x) Se ei a teed eal) 
i, =0 i7=0 


mit eindeutig bestimmten ganzen Zahlen k;... i, - 


Es gilt namlich zunachst 

iE 
(24) f(x) => kx’ (mod x*—1) 

1=0 
mit eindeutig bestimmten ganzen k;. Da ferner durch 

i=n,i, +... +n (mod n) 

die i in (24) und die Systeme i, ..., i, in (23) eimander gegenseitig eindeutig 
bestimmen, so sieht man die Richtigkeit von Hilfssatz 5 ei. 


§ 3. Beweis des Satzes 


Um unseren Satz zu beweisen, betrachten wir eine echte Faktorisation 
(14) von &. Nach Hilfssatz 3 lassen sich dann (6), (7), (15), (16), (17) annehmen. 
Vor allem zeigen wir, dass (anstatt (7) sogar) 
(25) ®,(1) , P(1) > 1 
gilt. Andernfalls ware wegen (7) z. B. ®,(1) = 1, aber dann gilt nach (16), (17) 
S(1) =1, also enthalt %, nur ein Element, wobei doch (14) eine echte Faktori- 
sation ist. Dieser Widerspruch beweist (25). 
Aus (6) und (5) folgt ferner, dass das eine von ®,(x), ®,(x) durch F(x) 
teilbar ist, wir dirfen 
(26) F(x) | ®,(x) 


annehmen. 
Fall n —p* . Dann lautet (26) so: 


Pe | 


= | 
Pe md | 


P,(x) . 


Dann ist die linke Seite nach (17) auch ein Teiler von §,(x), und so folgt aus 
Hilfssatz 2 die Richtigkeit des Satzes fiir diesen Fall. 

Hiernach brauchen wir weiter nur noch die Falle n = pq, pgr zu betrachten. 
Wir schicken hiervon den weit schwierigeren zweiten Fall voran. Der Anfang des 
Beweises wird uns auch zeigen, wie man das Problem der Faktorisation auch 
fiir kompliziertere Ordnungszahlen n angreifen kénnte. 
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Fall n = pgqr. Aus (26), (17,) folgt F(x ) | & R(x). Dies ergibt wegen 
Hilfssatz 4: 


Q7)  &(x) = (ey + MT pay + om (x) 


mit passenden ganzzahligen Polynomen SAX), f(x), f(x). Nach Hilfssatz 5 


_lasst sich 
’ yl : 
(28) eS Say gt (nod 011) 
sa: Oui Ieee 


mit passenden ganzen a,, setzen. Im Summand darf der Exponent durch p 
multipliziert werden, denn das kommt bloss auf eine Umordnung der a;, an. 
Wird in (27) die rechte Seite des so veranderten (28) fiir f, (x) eingesetzt; so geht 
(27) in eine richtige Kongruenz mod x?” — 1 iiber. Schreibt man gleichzeitig den 
Kofaktor von f,(x) in (27) als 


so entsteht nach Ausmultiplizieren und entsprechender Behandlung des 
zweiten und dritten Gliedes der rechten Seite : 


p—1 q—1 r—1 


(29) R(x) = — nS = Bi k aati + prj + pak (mod ePar __ 1) 
i= j~0j= ar} k= 


mit 

(30) Sijk = Ak — biz +- Cij (u = 0,-.., p— Ms = Ose q—1; k = tt PAA r—l), 
wobei alle Glieder der rechten Seite ganze Zahlen sind. Andererseits folgt aus 
(29) unmittelbar 

(31) Sijk = 0 oder 1 . 


(Wir bemerken : Der Sinn von (30) ist, dass die Funktion g,;, von drei Variabeln 
i,j,k sich aus Funktionen von je zwei Variabeln zusammensetzt. Natiilich 
sind diese letzteren Funktionen noch nicht, erst ihre Summe eindeutig bestimmt.) 

Beziiglich der Symbole ay, bi,, ej. ij, verwenden wir die Verkiirzung 
in den -Bezeichnungen, dass das Streichen einiger der Indizes die Ausfiihrung 
der Summation bedeutet. Z. B.: 


(32) ay, = > jx > = pis rs > Sijk + 
720 i=0 j=0 k=0 


Nunmehr wollen wir auch von (25) Gebrauch machen. Aus (6) folgt 
@,(1) ®,(1) = pqr, also gilt nach (25) und nach (4), (5), (6) bei passender Bezeich- 
nung der p, q, rT 

(1) =pq, P(1) =rs F(x) Fa(x) | Palx), F(x) | Pala), 
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oder 

(1) =p, (1) = ar: Fp(x) | ®,(x), Fo(x) F(x) | Pg) - 
Auf Grund von (17), (16) gilt in beiden Fallen dasselbe auch fiir N,, Ny statt 
®,, ©. Von allen diesen wird uns weiter nur der auf %, beziigliche Teil interessie- 
ren, der so lautet : Es gilt (bei passender Bezeichnung der p, q, r) 


(33) N,(1) = pq. F(x) Fa(x) | 84(), 
oder 
(34) R,(1) =p. Fy(x) 84(2). 


Erstens betrachten wir den Fall (33). Nach (29), (82) gilt dann 


(35) & = Pe. 
Bezeichne @ eine primitive p-te (komplexe) Einheitswurzel. Da nach (33) 
F,(x) | 8,(x), so gilt %,(@) = 0. Nach (29) ergibt dies 


p—1 

> g, at =0, 

ixeQ 
also gy = +++ = gx Hieraus folgt nach (35) 
(36) gi =4 (i =0,...,p—1]). 
Dies schreibt sich nach (30) auch so: 
(37) a + qb; +re; =@q (§ —0, ...,.p— Ee 
Hiernach hingt die Restklasse b; (mod r) von 7 nicht ab, Ferner gilt nach (30) 
(38) Siy = 4; +5; + rey , 
somit hingt auch die Restklasse g;; (mod r) von i nicht ab, Dann kann man 
(39) Si = 4; a rey (0s =u = =a 1) 
setzen, mit ganzen u;,v,. Ferner gilt wegen (31) gewiss 
(40) vy =O. 


Wegen der Symmetrie von (33) in p,q gilt &hnlich wie (36) 


oo. = 
os 


Summiert man andererseits (39) nach i, so entsteht g; = pu, + re; (wobei auch 

v; mit der bei (32) eingefiihrten Abkiirzung zu verstehen ist). Beide ergeben 
pu; + re; =p. 

Dashalb folgt aus (39), (40) notwendig u; = 1, v, = 0, uj; = 0. Hiernach und 

nech (39) gilt 

(41) Si y= lk 
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Folglich schreibt sich (38) so: 
(42) ] =a;+ b; + rej; . 
Dies ergibt 

| — b; a; 


Cij == = 
¥ Fi 


° 


Leahy 
: a 


aj 
BGS 


wobei [z] die grésste ganze Zahl = z bezeichnet. Man setze dies in (30) ein : 


elem (2) +(e] 


Vergleicht man dies wieder mit (30), so ist ersichtlich, dass man von vornherein 


c; =0 
setzen kann, so dass dann (mit veranderter Bezeichnung) 
(43) Bijk = Ayn + dix, 
ferner nach (42) 
(44) a; +b; =1 


gilt. 

Wegen (31) und (43) ist fiir jedes feste k mindestens das eine von aj, bi, 
konstant. Ist fiir em k z. B. a;,—C konstant, so diirfen fiir dieses k die aj, b,, 
von vornherein durch a;,,—C, b;, + C ersetzt werden, da dann (43) erhalten 
bleibt. So erreichen wir (wieder nach (31), (43)), dass die folgenden zwei Aussagen 
richtig sind : 

Fiir jedes feste k gilt a; —0 (j beliebig) oder b;, =0 (i beliebig). 

Alle aj, b;, sind gleich 0, oder 1. 

Gibt es aber ein a, =1 und auch ein 6b; = 1 mit festen 1,7, k, k’, so gilt 
fiir diese i, j nach den eben erhaltenen Feststellungen a; = 1, 6; = 1,a; +6; = 2. 
Dies verstésst gegen (44), folglich muss unbeschrankt a;, — 0, oder unbeschrankt 
b,, =0 gelten. Wegen Symmetrie diirfen wir letzteres annehmen, und dann gilt 
nach (43) einfach g,,—a;,. Hieraus folgt nach (29) bei Summieren iiber die 7 


xPar 1 | 


8, (x) , 


und so ist unser Satz nach Hilfssatz 2 fiir diesen Fall richtig. 

Zweitens betrachten wic den Fall (34). Ahnlich wie (35), (36), folgen jetzt 
(45) =P, ; 
(46) eI (i =0,...,p—l). 


Dies schreibt sich nach (30) so: 
a + qb; +re; =1. 
. 
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Hiernach hingt die Restklasse b; (mod r) nicht von 1 ab, weswegen man 
wieder (39) ansetzen kann, und dabei gilt wegen (31) auch (40). Andererseits 
gilt nach (31), (46) stets g, =—0 oder 1, und dann folgt aus (39), (40) v; =0, 
gij =u; =0 oder 1. 
Nach diesem und (30) gilt 
uj =a, +6; + rej;. 
Dies ergibt 


Cij = 


uj—aj =e 


Tr = VK 


ial 


Durch Einsetzen in (30) folgt wieder, dass von vornherein c;, =0 gesetzt 
werden darf, und dann gilt auch (43). Dies ergibt 


r 


Six = +49 5.x. 
Andererseits gilt nach (31), (46) g;, =0 oder 1, folglich kann 6; von 1 nicht 
abhingen. Nach (43) hangt dann g;,, von i auch nicht ab, d. h. man darf von 
vornherein g,;,, =a,, setzen, womit wir zum selben Schluss gekommen sind 
wie vorher. Wir haben den Satz fiir n = pgqr bewiesen. 


Fall n = pq . Mit Aahnlichem Schluss wie vor (33), (34) sieht man 
sofort ein, dass jetzt bei passender Bezeichnung der p,q wegen (26) 


xPY — ] 
®,(x) = F,,(x) F(x) =——— 
xi—] 
gilt. Dies ergibt nach (17) 
xPqI_._] 
xIi— ] 


woraus nach Hilfssatz 2 die Richtigkeit des Satzes auch jetzt folgt. Wir haben 
den Satz in allen Fallen bewiesen. 


R(x) ? 


(Eingegangen am 1. August 1950.) 
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K MPOBJIEME ®AKTOPH3AUMM KOHEYHbIX FPYMNM ABEJIA 
JI. POTSM (Ceregz) 
(Pe3tome ) 


PakropusauHet HeKoropo KoHeyHO rpynnb AGensw (S) HasbiBaeTcA ypaBHeHHe 


(1) G= 8K --- K, 


rae Qi KOMMIeKChI (MOA MHOKeCTBa) (55, a (1) HY9KHO OHH MaTb Tak, YTO BCe 91e MeHTHI (§) MOF YT 


ObITh MpefcTaB eHbI EMHHCTBEHHBIM OOpasom B cHeAyIoMmeH opme: A,... Az (Ai E i). 
Cuntaem, uro / = 2 4 Karkgbl Qj cocrouT lo KpaHHel Mepe H3 ABYX 9eMeHTOB. OTHOCHTEIbHO 
MpoOsem (bakTOpH3savHH, YKe paccCMOTPeHHLIX B WHTepaType, cm. paOorsr [1]— [6]. 

PaOora Taéma, UyOnuKyemMaxH B 9TOM TOME, NOKasbIPRaeT, 4TO HeEKOTOpaH KOHeYHaA 
HK IMyecKad Ppyiina (i) HMeeT TAK YIO PaKTOPH3aLHO (S) = HY, M,, B KOTOPOH HH Sj, HH MY, 
He MOKeT ObITb NponsBefeHHeM FpyNMp (cofepoKanleH Mo KpaiHel mepe Ba omemMeHTa) H 
JlaibHetmero KOMMsIeKCa, 3a HCKOVeHHeEM TOrO CAy¥an, Kora crTeMeHb ($} OLHO H3 Ces yI0- 
mux yHcen: pegs, peqr, pars (p, q, r, S, pasmMuHbIe Mpoctsie yncua ; e, f = 0). IHX crYyaeB 
Taém He paccmatpHBaet. B aro paOote aBTop OKasbIBaeT, 4TO CTeNeHH Bufla pe’, pq, pqr 
JleHCTBHUTeJIbHO ABIAIOTCA HCKINOYeHHAMH TeopembI [Taéula, OKasaTeIbcTBO B CaYYae pgr 
(OTHOCHTeIbHO KaxKyYmelcA WerKOCTH MpoOe MbI) HOBOMbHO CI10%KHOE. V3 ocraBuiMxcsA KpHTu- 
yeCKHX CIyyaeB MocsetHHH OKasbiBaeTcH OCOOCHHO TPY/HbIM. 


Gi 


ON COMPOSED POISSON DISTRIBUTIONS, I 
By 


L. JANOSSY (Budapest), member of the Academy, A. RENYI (Budapest), corresponding 
member of the Academy, and J. ACZEL (Miskole) 


Introduction 


The present paper consists of four parts. In the first part (§ 1) the classical 
stochastic process of Poisson is deduced from assumptions much weaker than 
usual. As a matter of fact, the derivability of the functions W(t) (k = 0,1,2,.. 2) 
denoting the probability of the occurrence of exactly k events in a time inter- 
val of length t, is not supposed, and the »rarity« of the events considered is 
introduced through the rather weak condition : 

(1) lim bela) sete 1 

+—+>o L— W(t) 
{instead of the condition W,(0) + W,(0) = 0). The proof makes use of functio- 
nal equations instead of differential equations, which have been used formerly.’ 

The second part (§ 2) contains the deduction of the most general form of 
a discontinuous, integer-valued, additive Markoff process (differential process) 
of random events. Thus we consider processes as follows : 

The process is homogeneous in time, further the numbers of events 
jn non-overlapping time intervals are independent random variables. Concern- 
ing the rarity of the events nothing is supposed. The general form of such 
processes is deduced by the same method as in § 1. It is shown that the most 
general process of this type is the sum of an enumerable set of independent 
processes P,(k = 1, 2,3, ... ), P,, being an ordinary Poisson process, but here 
an event means the simultaneous occurrence of a k-tuple of simple events. 
In other words, if 


Go . 
(2) hte) a> W(t) 6 
is the characteristic function of the process, we have 


(3) f(u.t) = Il exp (tc, (e"“ — 1)) 


1 A. KuintcHine, Asymptotische Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Ergebnisse 
d. Math. II. 4, 1933. 
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with c, = 0 and > ¢, < co . Such a discrete distribution { W(t) } 


k=l 
2) . . . 

— incase > ke, is finite — is called throughout this paper a composed 
k= 


Poisson distribution. 


The third part (§ 3) contains the deduction of these composed Poisson 
distributions, in a still more elementary way, without introducing time. It is 
shown that if a family of discrete (integer-valued) distributions, depending on 
a single parameter p (the mean value of the distribution), is closed under convo- 
lution (i. e. if the convolution of two members of the family also belongs to the 
family), then it is a family of composed Poisson distributions. It is also shown 
that the variance of every member ‘of such a family is not less than its mean 
value, equality holding only in the case of the family of ordinary Poisson distri- 
butions. In other words, the family of Poisson distributions can be characterized 
— instead of making use of the rarity of the events—as a family of integer- 
valued distributions, which is closed under convolution, with the further pro- 
perty that for a fixed mean value, the variance is minimal. This condition 
of the minimality of variance clearly replaces the condition of the rarity of the 
events. The fourth part (§ 4) contains some remarks on composed Poisson distri- 
butions. It is shown that these distributions are contained in the generalized 
Poisson distributions of A, Kutnrcuive’, further we show that the class of 
composed Poisson distributions contains the contagious distributions of Porya- 
Eccensercer’ (also called »negative-binomial« distributions), the contagious 
distributions of I, Neyman* and the generalizations of the Poisson distribution 
given by H, Potraczex-Gerrincer®. 


The method as well as the results of § 1 are due to A, Reényr. Starting 
from these, J. Aczéx developed the results of § 2. The interpretation of the gene- 
ralized Poisson processes considered in § 2, in terms of the superposition of 
independent Poisson processes of k-tuples of events, has been kindly suggested 


to the above mentioned two authors by A, N. Kotmocororr, to whom they are 


2 Loe, cit. 1, pp. 21—24. Cf. Also the following papers: F. E. SATHERTHWAITE, Generalized 
Poisson distribution, Annals of Math. Stat., 13 (1942), pp. 410—417; W. FELLER, Ona general 
class of contagious distributions, Annals of Math. Stat., 14(1943), pp. 389—400, and E. Cansapo 
Macepa, On the composed and generalized Poisson distributions, Annals of Math. Stat., 19 
(1948), pp. 414—416. 

* F. EGGENBERGER und G. PoLya, Uber die Statistik verketteter Vorginge, Zeitschrift fiir 
angewandte Math, u. Mech., 3 (1923), pp. 279—289. , ; 


ea NeyMAN, On a new class of »contagious« distributions applicable in entomology 
aud bacteriology, Annals of Math. Stat., 10 (1939), pp. 35—57. 
Aah. POLLACZEK-GEIRINGER, Uber die Poissonsche Verteilung und die Entwicklung willkiir- 
licher Verteilungen, Zeitschrift fiir angewandte Math. u. Mech., 8 (1928), pp. 292—309. 
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grateful for his valuable remarks.® The results of § 3 (including the inter- 
pretation of these distributions as the convolution of an enumerable set of 
Poisson distributions of k-tuples of events) are due entirely to L, JAnossy 
who found them independently and some months earlier. The authors are 
indebted to A, Csdszin for a valuable remark. 


§ 1. The classical stochastic process of Poisson 


Let us consider events occurring in time (for example impacts of particles, 
telephone calls, etc.) and let us impose the following conditions : 

A) The process is homogeneous in time, i. e., we assume that the proba- 
bility of exactly k events occurring in the time interval (t,, t,) depends only 
on the lenght t =t, —t, of this interval; this probability will be denoted by 
W(t), (k =0,1,2,...). Evidently we have 


(1.1) Wit)=0 and S W(t) =1 for any t= 0, 
k=0 
further 
(1.2) WA) =) and thas” 340) =0 “for! k= 1; 2, 37... 


B) The process is of Markoff’s type, i. e., the number of events occurring 
during the time interval (t,, t,) is independent of the number of events occurring 
during the time interval (t,,t,) provided that t; <tz,=t, << ty. 


C) The events are rare. We mean by this that 


(1.3) lim 


In other words, if t tends to 0,the probability of one event occurring in the time 
interval (0, t) is asymptotically equal to the probability of at least one event 
occurring in the same time interval. 


Clearly (1.3) implies that 
mel W(t) 
lea ==) 


t—> 0 W(t) 


i. e., (1.3) really means that in a short interval the probability of the occurrence 
of two or more events becomes arbitrarily small when compared with the proba- 
bility of the occurrence of exactly one event in the same time interval. Instead 


(1.4) 


6 Verbal communication at the Ist Hungarian Mathematical Congress in Budapest, 
27 August—3 September 1950. 
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of (1.3) it would also be sufficient — as will be seen from the proof — to sup- 


pose only 


(1.3a) lim sup UAAY, 
: t—>0 1 — W(t) 


We assert that conditions A, B and C imply that 
(1.5) W(t) = — $ 


i. e., that the process is that of Porsson: here 2 > 0 is the mean value of the 
number of events during a time unit (»density« of events). 

Let us prove our assertion. First of all it follows from B that the proba- 
bility of no event occurring in the time interval (0, t + s) is equal to the product 
of the probabilities of no event occuring in the time intervals (0, ¢) and 
(t,t +s). Thus, with respect to A, we obtain 


(1.6) W(t +s) = W(t) W(s). 
According to (1.1) 0 = W,(t) =1, and thus, taking into account that the only 


bounded solutions of this functional equation are’ W,(t) =q'; in our case we 
must have evidently 0 <q <1. Consequently, we can put 


(1.7) W(t) =e with 2>0. 
Similarly, if in the time interval (0,¢ +s) there occurs exactly one event, this 
is possible in two ways: either there occurs an event in the time interval (0, t) 


and no event in (t,t +s), or there occurs no event in (0, t) and one event in 
(t,t +s). Therefore, in view of A and B, we obtain 


(1.8) W(t +s) = Wy(t) Wo(s) + Wy(s) Wo(e)- 

Substituting the expression (1.7) of W(s) and W(t) into (1.8), it follows 
(1.9) W(t +s) = W,(t) es + W,(s) ee. 

Let us put 

(1.10) f() =e# Wi), 

then 


(1.11) F(t +s) =f) +f(s). 
It is well known that the only bounded solutions of (1.11) are of the form 


(1.12) f(t) =cyt, 


7 See J. L. W. V. JENSEN, Surles fonctions convexes et les inégalité 
IN, ‘ sre inégalités entre les valeurs 
setae Acta Math., 30 (1906), p. 189, where it is proved that the only one-sidedly bounded 
solutions of f (x + ¥) =f (x) +f (y) are f(x) = Cx, C a constant. This implies that the 
only bounded solutions of f(x + yxy) =f (x)f(y) are f(x) = q*. 
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hence we find 
(1.13) W(t) =c, tet. 


Substituting the expressions for W, (t) and W, (t) from (1.7) and (1.13) into (1.3), 
it follows that 


—At 
(1.14) a a e 
>t 1 — eit A 
- e., 6, =A.; ~ 


Consequently, (1.5) is proved for k =0 and 1. Supposing that (1.5) holds for 
k =1,2,...,n—1, we can show that it holds also for n. Clearly we have, 


(1.15) W,Alt +s) = > Wilt) We (s) 
k=0 


and, as we have supposed (1.5) to hold for k = n —1, it follows 


Ane—At+s) 


(16) Wale +3) = Walt e+ Wp (s) eH +A 4 gypsy, 
Putting “a 

(1.17) f(t) =e W,(t) sek 

we obtain Fs 


(1.18) fli +s) =f) +f(s). 
According to (1.17) f(t) is bounded, hence’ f(t) =c, t and 
BPs 19) W,,(t) -(< eLet en . 

n! ; 
According to (1.19) W,(t) is derivable and 
(1.20) WA O Vere 


But it follows from (1.4) that W,(0) =0 for n =2 and hence c,—0. Thus 
from (1.19) and (1.20) we conclude that (1.5) holds for k =n, provided it holds 
for k =n —1. Thus our assertion (1.5) is proved by induction. 


§ 2. The general homogeneous Markoff process of random events 


In this § we drop the postulate of rarity of events, i. e., we assume the 
validity of A and B only, but do not claim the validity of C. We obtain exactly 
as in § 1, that 
el) Wt) =e" 
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and 
(2.2) W(t) = cyte—**, 
but now we cannot conclude that c, =/. We shall prove by induction that 


(2.3) W(t) =e?! (cy 1)" (cyt) ++ (Cet) 


| ! ! 
1 +2r,+...+kr, =k ig este g ares yee 


ty 20 (ad gan 
Clearly (2.3) holds for k =1 by virtue of (2.2). For k =2 we have by (1.15) 
W(t mie s) es W,(t) e—As zi W,(s) eat +. c: tse—At +), : 


Pottmg: f(t) = eo" W,(t) — seule we obtain f(t +s) =f(t) + f(s). Thus 
(as f(t) is bounded) f(t) =c,t and therefore W,(t) = (Su + ¢, | et , 


Similarly we obtain W(t) for k = 3,4, ete. To prove (2.3) by induction, let 
us suppose that (2.3) holds for k = 0,1, ...,— 1. Substituting the formula 
(2.3) for W(t) with k =0,1,...,n—1 into (1.15), we obtain 


(2.4) W(t +s) = W,(t)e"*. + W,(s)e—74 + 
+ e—Alt+s) Ss >] (ct)! ..- (ce t)™ + (cys)... (Cua ver 
k=1 r;! big aa rT, ! 3 0! eee Denko 


y+ 2+... + kr, =k 
Qi+ 209 +eoeet (n—k) On; =n—k 


Putting 


25) fo=-"mMH—- > er (cyt) oe (Oa YE 


ry + 2rg+...+ (n—l)r,_] =n 


it follows from (2.4) that 


(2.6) | f(t +s) =f() +f(s) 


and thus 


(2.7) 7) =6, 4 


which proves (2.3) for k =n. 

Clearly it follows from (2.3) that 
(2.8) c, = W,(0) (k 
As W,(0) =0 and W, (t) = 0 for t> 0, we have 


IV 


(2.9) W,(0) — lim W% (t) a1) 
$50 t 
and thus 


(2.10) c, = 0. 
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eo 
We shall prove that the series = c¢, converges and its sum is equal to 2. Asa 
1 


matter of fact, it follows from (2.3) that 


M , N , 
2.11 ht Ce ee 
(2.11) el has Ss . 
k=1 r=0 De x k=0 
if n > NM2?, and therefore for every M 21 and N = 0 we have 
(2.12) Tl Ss a0 pear 
ee a ae 
As (2.12) holds for every value of N, it follows that 
Seki: 
(2.13) exp f >) = ¢lt 
. k=l 
and thus 
M 
(2.14) 23 oy =A. 


@ 
With (2.10) we find that >'c, converges. Let us put 


kal 
(ee) 
(2.15) i= = Ck 
k=1 
It follows that 
foo) a oO foo) ° 
(2.16) 1= YW, (t) =e* | | ES 2 — e(u—A)t 
k=0 pet rao 7?! 
whence 
(2.7) phe ys 
fell 


Substituting this value for 4 into (2.3), we obtain the final formula 


(2.18) W(t) =<xp (—See) (cx tY* «(cot)» (out) 


Was yall ! 
n=1 r+ 27,4 ...+ kr, =k ry: To: oon ld but 


Thus the most general homogeneous Markoff process of random events depends 
on an enumerable sequence c, of non-negative numbers, and the corresponding 
probability of k events holding in a time interval of lenght t is given by (2. er 


From (2.18) it is easily seen that putting 
n tf 
(2.19) v(t) = fat fon 


we have 
co 


(2.20) W(t) =>) of? (s) - oP)... ot) - mika 


r,+27,+.-. thr, =k =k+1 


Gt (ke Ole gon 
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This can be interpreted as follows: let ¢,(t) (n =1,2,...: t> 0) denote 
independent Poisson-distributed random variables, the mean value of E(t) 


being c,t, and let us put 
(2.21) E(t) = & (t+) +2€,(t) +... +nén(t) +... 


Clearly (2.20) expresses the fact that the probability of E(t) = k is given by 
(2.18) and thus é(t) is the stochastic process considered in this §. As n &, (t) is 
a Poisson process in which an »event« means the simultaneous occurrence of m 
simple events, our result may also be expressed by saying that the most general 
homogeneous Markoff process of random events is the sum of an infinity of inde- 
pendent Poisson processes, the n-th process consisting in the random occurrence 
fee) 
of n-tuples of events with the mean value (density) c,t, where c, = 0 and \'c, 
n=t 
converges. 
Alternatively, W,, (t) can be expressed as follows : 


: > Cr, Cr, +++ Cr, e 
! 


rt+rgt+...tr,=k,n<k 


rj >15t=1, 2,..., n 


(2.22) W. (t) exp on <a Ent 


where the summation is extended over all ordered n-tuples of positive integers 
(ry, To, ---,7,) satisfying r, tro +... +r, =k (n Sk). 

Let us consider now the characteristic function of the distribution (2.18). 
Putting 


(2.23) f(u,t) = > WM, (t) e™ 
k=0 
we obtain easily 
2.24) Fi (us.t) eaexn (. cr (e“* — 1) ; 
at ) 
hence 
ee 
(2.25) J(u, = | | exp (tc, (e"*—1)) . 
k=1 


Let us denote by q (u, 2) the characteristic function of an ordinary Poisson 
process : 


2.26 A) = S cee ees ee ie ed 
(2.26) y(u, A) aa exp (4 (e“ —1)). 
With this notation (2.25) can be written in the form 

fee} 
(2.27) f(u,t) = || v(ku, tex) 

Enel 


which expresses the fact, already emphasized, that (2.8) is the distribution 
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of (2.21). In virtue of (2.24) we see that a distribution of the form (2.18) can be 
characterized by the following property of its characteristic function : The loga- 
rithm of the characteristic function of such a distribution is of the form g(e’) 
where g(z) is an analytic function which is regular in the unit circle and satisfies 
the conditions : g'”)(0) = 0 for n = 152,443, and 

lim g(z) =0. 

sl 

The mean value of the number of events during a time interval of length 


t produced by the process (2.21) is given by 


foe) 
(2.28) M(t) ‘== 1 > ke, , 
: hel 
foe) 
i. e., it is finite or infinite, according as the series > ke, converges or diverges. 
: eal 


Naturally only the first case is of interest. In this case the distribution (2.18) 
will be called a composed Poisson distribution. 


§ 3. Descriptive characterisation of families of composed Poisson distributions 


Let us consider a random variable € which assumes only non-negative 
integer values, and let us call the distribution of such a variable an integral- 
valued (abbreviated i. v.) distribution. Let us consider a family of i.v. distri- 
butions depending on a single parameter p, the mean value of the distribution. 
Let us denote by P(k, p) the probability of the value k (k =0,1,2,...) and 
by | P(k, p)} the distribution itself. 

Let us suppose that this family is closed under convolution. By this we 
mean that if §, and &, are two independent random variables with the distri- 
butions { P(k, p;)} and { P(k, ps) } respectively, then the distribution of §, +, 
also belongs to the family considered, i. e. it is equal to { P(k, Ps)} . Clearly, 
we must have ps =p; -+ Pa, because the mean value of €, + &, must be equal 
to the sum of the mean values of &, and &, . The well-known family of Poisson _ 


distributions 
pre? 
(3.1) P(k, p) = a (ei 001. 27-41) 


clearly has this property, i. e. 


n 


me P(k, py) P(n — k, Po) a P(n, py + Pe): 
k= 0 


(3.2) 


The question arises as to whether there exist even other families of distri- 
butions having the same property? The answer to this question is given by 


the following 
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Turorem. Let { P(k, p)} be a family of i. v. distributions, closed under 
convolution, where p (denoting the mean value of the distribution) runs over all 
non-negative real numbers. Then { P(k, p)} isa composed Poisson distribution, t. e. 


—p San (Pdi) (Pa)'s - +» (Pas) 
ae, Wyliteiiz ss Tee 


(3.3) P(k, p)= exp ( 


n=1 


Jr, +2r,4+... thr, =k 
where 


foe) 
(3.4) ulkdeeal 


k=1 


The family of Poisson distributions may be characterized by the following 
property : For every fixed value of p the variance of the distribution is minimal 
in comparison with the other distributions of the family (3.3). 

Let us denote the generating function of the distribution { P(k, p)} by 
TI(z, p), i. e. let us put 


"P (k, p)2* (z complex, |z| = 1) . 


0 


WA 


(3.5) M(z, p) = 


>= 
ll 


As we have supposed that the family is closed under convolution, i. e. that 
(3.2) holds, we conclude 


(3.6) I(z, py) (2, pa) = N(z, py + Pra) » 
which implies that 
(3.7) Mz, p) —f(2. 
As we clearly have 
co 

(3.8) = Pk, p) =1 
and 

eh 
(3.9) > k P(k.p) =P, 

=1 


it follows that 
(3.10) fQ) =f'0) =1. 


Now we prove that [1(z, p) can not vanish in the unit circle if pis <4}. As a 
matter of fact, from (3.8) and (3.9) we conclude that 


(3.11) P(0, p) =1—p + = k —1) P(k, p), 
=2 


and therefore 
(3.12) P(0, p) = 1—p 


ON COMPOSED POISSON DISTRIBUTIONS 


219 
and by virtue of (3.8) 


(3.13) > P(k, p) =p. 


= 


This implies that for | =| = 1 we have 


(3.14) | T(z, p) | 


IV 


fee) 
P(0,p) = =, Pik p) = 1=2 p> 


therefore | II(z, p) | > 0 if p<}. But if a regular analytic function does 
not vanish in the closed unit circle, its logarithm is also a regular analytic 
function in the same circle, consequently 


(3.15) g(2) = : log! (z, p) = log f (2) 


is also an analytic function, and we can put 


(3.16) II(z, p) = ers) 
with 

foe} 
(3-17) g(z) = = d, 2" (ei = 1); 


Clearly, if (3. 16) holds for p <4, it holds even for all values of p> 0. 
Now (3.10) implies gil) = 0, that is, 

(3.18) dees 0 

and we may write 


(3.19) g(z) = SY (71h. 


(3.20) d, 2:0: 


This may be done as follows: let us denote i ae | g (z)| «Clearly we 
have from (3.16) 


eee —_g pst) 


(3.21) Hp) = k! 


> Pk, Dea tie Aye 


ce 


5 Acta Mathematica 
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Let us differentiate both sides n times, and substitute z = 0. Then we obtain 


~ p* Din 
(3.22) n! P(n, p) =n! p dn im aa 
where 
a gk) 
DS] ———— 
(3.23) he | a i 


By virtue of Caucuy’s inequality for the coefficients of power series we obtain 
(3.24) Den eee. 


Dividing both sides of (3.22) by n! p, it follows that 


(3.25) pa = << p M2eM, 
Ay | 
which implies that 
(3.26) Te lv 
p—>oO P 
P(r, Pp) Phan: 
As - is clearly non-negative, (3.20) follows at once. Substituting 


z=e" into (3.16) and comparing it with (2.21), taking (3.19) and (3.20) into 


account, further in view of 


co 
(3.27) > nd, =g'(1) =1 


n=1 


it follows that P(k, p) has the form (3.3), i. e. { P(k, p)} is a composed Poisson 
distribution, and the characteristic function of the distribution { P (k, p)} is 


(3.28) ll (z, p) = exp | Pp = dp (2 — 1) 


©O 
with d, = 0 and \'nd, =1. 
n=1 


Otherwise the coefficients d, are arbitrary, and thus there exists an 
jnfinity of families satisfying the condition of the theorem of this § and any 
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distribution contained in such a family is a composed Poisson distribution. 
We note that according to (3.28) we have 


P(O, P) =e? 


(compare this with the inequality). Let us now calculate (3.12), the variance 
of the distribution { P(k, p)}. We evidently have 


(ee) 
(3.29) o2 —p > nd. 
n=) 
Thus we have 
oe) CF 
a= n= wt 


equality standing if and only if d,—1 and thus d,—0 for k=2,3,... . 
Therefore, the second assertion of the above theorem is also proved, and we 
see that the Poisson distribution can be characterized as having the smallest 
variance (equal to the mean) among all distributions { P(k, P) } satisfying the 
conditions of the above theorem, provided that the value of p is fixed. 


§ 4. Special composed Poisson distributions 


Let us consider a composed Poisson distribution with the generating 
function 


lee) 
(4.1) g(z) = exp [P Se 0] 
kal 
where 
sek 
(4.2) Ge Uk Woes.) and. > kd, =1. 


k=1 


L\ dj, ; 
Let us put > d, =d and a =e,, then we obtain 
k=l 


(4.3) Ae [2 > Sf Cie 


where 
= 

(4.4) Ce ON Ki 1, 2. ee) and > eie= 1, 
k=1 


Let &, é, .-+, €, denote independent random variables, each taking the 
values 1, 2, 3, ... with the corresponding probabilities e,, ¢,e;, .-.. Let us 


= 


denote by @,(k) the probability of &, + & +.-.+é = forn =] and let us 
5* 
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put (0) =1 and jk) =0 for k =1,2, ... . We evidently have 
@, (k) =e, and 


k 

(4.5) ®,(k) = —S Pr(j) ex;- 

j=0 

Putting g,(z) =1 and 
(4.6) gn(z) = S ®,(k) 2 for:ns= 1 open 
k=1 

we obtain 
(4.7) Sn(2) = (81(2))" - 


Making use of (4.7) it follows from (4.1) that 


fo) - z)\n foe) Fae 
(4.8) gz) =e 4 ort) emt ST (pd) (gx(2))" pa > (p "sg (z) | 


n! 


n=0 n=0 


Comparing the coefficients on both sides of (4.6) we obtain 


— (pd)" e-? 


(4.9) P(k, p) = “ ©, (k). 


foal, n! 
Thus we find that the composed Poisson distributions, considered in the prece- 
ding §§, are contained in the generalized Poisson distribution of A. Kutnrcurne 
(loc. cit.”). The formula (4.9) can be used also (instead of (3.3) to calculate expli- 
citly the probabilities P(k, p), and especially to obtain an asymptotic formula 
for p—» co. Let us now consider some special composed Poisson distributions. 


a) The limit case of the Polya-Eggenberger contagious distribution. (The 


»negative-binomial« distribution.) In this case 


wet Ds 1 e AR 
4.10 Pikop) a (lene ~3} (2 | _1) 5>0 
1) Pp) =O + R59 (9) (P| (ye (850 
and 
(4.11) g(z) — = tke P) zk = exp [P S dn a); 
k=0 n=1 " 
with 
6.6 
(4.12) dn = : | P (ne 2 a, ) 
pon \1l+ pd. 


We note that, if 6—> 0, this distribution tends to the ordinary Poisson 
distribution. 
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b) The contagious distribution of I. Neyman. The characteristic function 
of the »contagious« distribution introduced by I. Neyman (loc. cit.4) has the form 


(4.13) g(z) = exp 


| || > Pa (FE, n) 2 +1— FE, ))" dé dn — A) ] 
[LA ne] 


where A stands for a domain of the —,7 plane and at the same time for the 


area of this domain ; in this domain 0 = F(é, n) =1, further p> 0, p, = 0 
ioe) 
ana ps 1, 
n=1 


A simple calculation gives 


ae . 
(4.14) 2(2) = exp | p > dz —1) 
F k=1 J 
with 
. [eo) n np 
(4.15) d,= > :| || F* (é, n) (1 — Fré, ny)" dé dy. 
w= X ‘A : 


As clearly d, = 0, these distributions are also contained in the class of composed 
Poisson distributions. 

ce) The generalized Poisson distributions of H. Pottaczex-Gerrincer. These 
distributions (see loc. cit.°) are simply the composed Poisson distributions for 
which c, = 0 forn = N, i. e., for which the logarithm of the generating function 
is a polynomial. 

Finally we mention that the composed Poisson distributions may be 
characterized also as those discrete infinitely divisible distributions which 
have jumps only at the points n =1,2,... . The well-known general formula 
of B. ve Fixerri® (which is a special case of the formulae of A.N.Ko.mocororr® 
resp. of P. Levy” and A. Kuryrcutne) 


+o 


(4.16) log f(u)=p | (e* —1) d®(x) 
=O 
reduces to 
eee 
(4.17) log f(u) =p > d,(e’™ — 1) 
n=1 
if @(x) is a step function with the discontinuity points n = 1, 2, ... and jumps 


d, =O(n +0) —G(n — 0). 


8 B. pe Finerrt, Sulla possibilita di valori eccessionali per una legge di incrementi alea- 
tori, Atti d. R. Accademia Naz. dei Lincei, Rendiconti, Cl. sc. fis. mat., 10 (1929), pp. 325—230. - 

9 A. Kormocororr, Sulla forme generale di un process) stocastico omogeneo (Un problema 
di Bruno de Finetti), Atti d. R. Accademia Naz. dei Lincei, Rendiconti, CJ. se. fis. mat., 15 (1932), 


pp- 805—808. 
10 P, Lévy, Théorie de l’addition des variables aléatoires (Paris, 1937). 
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The above examples a) —C) show that the class of composed Poisson 
distributions furnishes a large variety of widely different types of distributions. 
Of course it is an intricate problem to find the precise member of the class 
which gives the best fit to certain statistical data. If a (theoretically) given 
distribution is known to belong to the class of composed Poisson distributions, 
the values of the d, may successively be calculated directly from the distri- 
bution by using the well-known formulae for the semi-invariants. As a matter 
of fact, if we put 
(4.18) a, =k! P(k, p)e? for k =0,1,2,... and. H,’='k! dy p for(kiaines 


then it follows 


(oe) k TOO TA 
(4.19) ok exp > Hy 2 ; 


k! 


and hence we have 


Hy =a, 
H, =a,— a? 
(4.20) H, =a, — 3a,a, + 2a? 


= 2 2 
H, =a, — 3 a2 — 4a,a, + 12a? a, — 6a4 


etc. 


Taking into account that p > the values of the d, can be 


= log 
P(O, p) 
determined. 


(Received 27. October 1950.) 


OBOBIMEHHbIE PACNPEJEJIEHHH THMA ITIYACCOHA, I 
JI. AHOWM (Byganemr), A. PEHBUM (Byganemr) un A. ALEJI (Muukonpn) 


(Pe310me) 


B§ 1 jaercsa BEBO, OObIKHOBeHHOrO cYYalHoro Mponecca Ilyaccona, Tt. e. oMHOpOr- 
Horo 110 BpeMeHH MapKOBCKOrO Mpowecca »pesqKHX« CoObITHH, HCXOAA H3 BOSMOOKHO caGObIx 
NpelNooKeHHH, H OCOOeHHO U3 CadOro ONpe_eTeHHA »pesKocTH« CoObITHH (cM. (1.3)). Meror 
HOKasaTe/bCTBA COCTOHT B TpHMeHeHHH (PYHKUHOHAJIbHbIX YpaBHeHHH BMecTO Hie peH- 
UHaJIbHBIX YpaBHeHHH. B § 2 TeM .Ke MeTOLOM ONpexereH OOmMi BHA (CM. (2.18)) oMHOpon- 
HbIX TO BpeM€HH MAPKOBCKHX Mpoleccos ciyuyainbrx coObiTHli ; pacMpeseseHusA, Mou yueHHpIe 
TIpH ITOM HasbiBaloTcA aBTropamMH OOOOMEHHIMH paclipeqereHHAMH THMa Ilyaccona. CKa3bl- 
BaeTcA (Ha 970 OOpaTH BHHMaHHe ABYX H3 aBTopoB cratbu A. H. KouMoropos, KOMY OHH 
BLIpaKkaloT OarofapHOcTh 3a 9TO), YTO OTH pacMpeseeHHA ABIAIOTCA KOMMOSHILHA MH cuéT- 
HOrO MHOKecTBa OObIKHOBEHHDIX pactipexeneHHii ITyaccona. B § 3 flaHa xapakrTepuHeTHKa 
Klaccon OGoOmeHHEIX pactpexeneHu THMa Tlyaccona kak ofHOMapameTpnyecknx rpynn 
(110 KOMMO3HUNH) eOYHCAeHHEIX pactpexenennii. JLokasbiBaetcn, 4TO CpeyqH ECex 06 00me H- 
HBbIX pacnipejene duit THMa IlyaccoHa oOObiKHOBeHHbIe pacipefeneHA IlyacconHa ormmuawrcs 
MUHHMaJIbHOK HcNepcnHeH MpH aHHOM cpefHeM 3HayeHHH. B § 4 H3yyaloTcA HeKoropsie 
cieiHasIbHble pacipeskeseHHs pacMaTpHBae Moro THT, Ha TIpH Me p PacnpefeneHuwl OreH- 
Beprep-IosA, »sapasHTeibHbled pacipeqeneHHA Heiimana, uH Tt. 7. OGoOmeHHEIe pacmpe- 
AeneHusa THMa TyaccoHa Moryt ObITh OXapakTe pH3 OBAHbI TAKIKe KaK HMCK peTHble WeOuHCTeH- 
Hble OesrpaHHyHo eH Mble pactipeseneHHs. 


UBER POLYNOME MIT LAUTER REELLEN 
NULLSTELLEN 


Von 
GYULA SZ.-NAGY (Szeged), Mitglied der Akademie 


Bezeichnet D, baw. D,_, den Abstand der dussersten Nullstellen eines 
Polynoms n-ten Grades (n>2) mit lauter reellen und nicht lauter zusammen- 
fallenden Nullstellen, bzw. seiner k-ten Derivierten (k = n—2), so besteht 
die Ungleichung 


Dn_x k (k — 1) 
(1) Da-k ye =T) 
D,, n (n— 1) 
wie ich es bewiesen habe. 2 


1. Durchschnittlicher Abstand d, der benachbarten Nullstellen soll das 
arithmetische Mittel der Abstande benachbarter Nullstellen heissen, es gilt also 


(1) de D.. 


Bezeichnet d, bzw. d,_,, den durchschnittlichen Abstand der Nullstellen 
eines Polynoms n-ten Grades (n>2) mit lauter reellen und nicht lauter zusammen- 
fallenden Nullstellen, bzw. seiner k-ten Derivierten (kSn—2), so ist 


(2) Op Ono en ns <.dg << dg, 


Mit Hilfe von (1) folgt namlich 


ee ee ee tS 


dr (n— 2)D, . n—2 n n (n — 2) 


und es geniigt offenbar nur die Ungleichung d, < d,_, zu beweisen. 


1GyuLa (Jutius) Sz.-Nacy, Uber algebraische Gleichungen mit lauter reellen Nullstellen, 
Jahresbericht der D. M. V., 27 (1918), S. 37—43. 

2 N. OBRESCHKOFF und N. TsCHEBOTAREW [Jahresbericht der D. M. V., 35 (1926), Nachtrag 
S. 49, bzw. 36 (1927), Nachtrag S. 60—61] haben folgenden Satz bewiesen: Bezeichnet ¢ bzw. 
d’ den kleinsten und D bzw. D’ den grossten Abstand zweier benachbarten Nullstellen von 
f(x) baw. f(x), wo f(x) ein Polynom n-ten Grades mit lauter reellen Nullstellen bedeutet, so ist 


1 n+] 
ra ee ee ae / ae 
~~ m nm 
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2. Das quadratische Mittel der Abstinde aller Paare von Nullstellen 
eines Polynoms mit lauter reellen Nullstellen wird als ihr Mittelabstand bezeich- 
net. Fiir den Mittelabstand 65, der Nullstellen eines Polynoms mit lauter reellen 
Nullstellen x,, 2, ..-, %, ist also 


n\ s? N 2 
(5) On = a (%i— %))*. 
) i<j 

Bezeichnet 6, bzw. 6, ;, den Mittelabstand der Nullstellen eines Polynoms 
n-ten Grades (n>>2) mit lauter reellen und nicht lauter zusammenfallenden Null- 
stellen, bzw. seiner k-ten Derivierten (k =n—2), so ist 


Onene oe Pda eae Os 
i) Sal ee 
und folglich 
(3) Opp ce Ok tee ee Oy artes 


Schreiben wir namlich das Polynom in der Form 


(4) Chee (7) a, x? 4+ (3) PPR camels) pay & 


so ist es unmittelbar zu sehen, dass beim Derivieren die den Gréssen ay, ay,... 
entsprechenden Werte unverindert bleiben. Fir die Nullstellen des Poly- 
noms (4) ist aber 


< i i<j 


= (n — 1) (> x)? — 2a > Xj = 
: at! 


i 


= (n— 1) n®? ai —2n B Ge = oN (3) (a; — a,). 
Es gilt also 
8 
= = 2 (ai — ay) 
n 


woraus unsere Behauptung folgt. 


3. Wir betrachten die Streuung oe, der Nullstellen (um ihr arithmetisches 
Mittel). Fiir das Polynom (4) geniigt die Streuung bekanntlich der Gleichung 
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N On —— (x; + 4). 
t 


Bezeichnet ©, bzw. ©, , die Streuung der Nullstellen eines Polynoms n-ten 
Grades (n>2) mit lauter reellen und nicht lauter zusammenfallenden Nullstellen, 
bzw. seines k-ten Derivierten (k=n—2), so ist 


On =) Cn Use 0 
a ee 2 : 
und folglich 
(5) Oe Ore eye Oy c= De. 


Unser Satz folgt aus dem vorigen, da fiir den Mittelabstand 6, und die 
Streuung @, von n Zahlen bekanntlich die Relation 


besteht. 

Die Ungleichungen (2), (3) und (5) lassen sich auf folgende Weise aus- 
driicken : 

Bei einem Polynom (mindestens dritten Grades) mit lauter reellen und 
nicht lauter zusammenfallenden Nullstellen wird durch Derivieren des Polynoms 
der durchschnittliche Abstand der benachbarten Nullstellen vergréssert, dagegen 
der Mittelabstand der Nullstellen und ihre Streuung verkleinert. 


(Eingegangen am 11. Mai 1950.) 
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O MHOrOUWJIEHAX BCE KOPHH KOTOPbIX JIEHCTBHTEJIbHbI 
Jj. C.-HAJ[b (Cereq) 
(Pe3ziome) 


Ilycrb f(x) MHorowreH cTeneHH (n> 2), BCe KOPHH KOTOporo AeHCTBHTebHBI H He BCe 
paBup. Ilyctb X,,.-., Xn OOO3HauaeT KOPHH, Dy paccTrosHHe Me@%KAY HaHOObUWIHM H HaH MeHb- 
WHM KOpHeM, —Q, apH(pMeTHYecKoe cpeqHee KOpHeli. CpeqHee pacTofHHe ABYX coceqHHX 
KopHeli dn, CpeqHee paccroAHue 10ObIX JBYX KOpHeii Op, MHCMepCHs ITHX PaccTOAHHH QE, OUpe- 
eTAKTCA Cex VION M OOpasom: 


n \ N 
(r: — 1) dn = Dn, [; On? = > (xi— Xj), Nen*= os (Xi + a,)*% 
v4 i <j 1 

TakHM Ke OOpasom OMpefemHeM dp—kz, On—k, On—k HCXOMA HS MHOTO-yeHa fh) (x), 
HW mewr mecro creqyiomHe tOpMyIB : 


2 2 2 2 
On On 02 Qn On— 


=> — ’ 


1 
n n—l 2 n—1 n—2 
fasee 


dn< daa... <dy, On>>On-iS... 6, Ono PaaS ae 


IIPMBJIVQKEHVE AJIFEBPAMYECKMX UMCEJI 
AJITEBPAMYECKUMY 2KE UMCJIAMU VU TEOPUA 
TPAHCHEHJIEHTHbIX UACEJI 


A. 0. TEJIB®OH JI (Mockga) 


(ITpeocmaeaeno A, Penou) 


§ 1. BBenenne 


PosIb padoT pyccKHX MaTeMATHKOB B pasBUTHU TeopHH uNces UpesBbruaitHo 
Besnka. Haunnad c netepOyprekoro akajemnka JI. SMJIEPA, Opipitero yeatpasb- 
HOW purypol BocemuasaToro cTOMeTHA, He TOJbKO B TEOpHH Unced, HOH BOOOLIe 
B MaTeMaTHKe, paOoTbl, cileaHHble B Poccun, mpHoOpetawT PyHtaMeHTabHoEe, 
a BO MHOrMX HalipaBsIeHHAX MU PYKOBO/Alllee 3HAUeHHE B TEOpHH uNces. Xopollo 
H3BECTHO 3HAYeHHEe B TCOPHH YMCEI, KOTOPOe HeJIb3A MepeoleHHTb, paOoT TaKUXx 
MaTeMaTHKoB, Kak I]. JI. WEBbILUEB, E. WU. SOJIOTAPEB, I. ©. BOPOHOM, 
A. A. MAPKOB, a nocne OkTxAGpbcKo comManmucTHyecKoi peBosounu — V1. M. 
BUHOrPAJIOBA, JI. T. WIHAPEJIbMAHA, 10. B. JIMHHUKA, A. &. 
XMHUUHA, B. H. JEJIOHE u muorux papyrux. B paspaOorKe vsaraembix 
MHOW B JlaHHOM padoTe mpoOsem HU MeTOMOB TakKyKe Cc ycmexom yuacTBoOBasIN 
akanemuk A. A. MAPKOB, J]. J]. MOPJ[YXAN-BOJITOBCKON, P. 0. KY3b- 
MUH, H. UW. PEJIbJIMAH, A. B. JIOTOLIKUM. K atoii xe o6nactu oTHOcATCA 
MW paooTbl aBTopa gTOM cTaTbH. 

I]po6nema npuoOsMxKeHuA anreOpanyecKux YMCe PallMOHaJIbHbIMH, HJM, 
Oonee oOlle, anreOpanyeckumMM uMcamMH Apyrux ose, ABIAeTCA OfHOHK U3 
IeHTpasIbHbIX H HanOoslee TPYAHbIX MpoONem Teopuu uucen. BarxkHocTb 9ToH 
MpOOJIeMbI OMIpeeAeTCA, C OHO CTOPOHLI, CBA3bIO €€ C PeLlIeHHem AMOPAHTOBbIX 
ypaBHeHHi B WeJIbIX UNCIAaX, a C [IpyroH CTOPOHbI, c OOMIeM TeopHeH TpaHcleH- 
JlCHTHBIX UNce. B cBolo Ouepesib, AHAJINTUYECKME METO/IbI TEOPHN TpaHcleH/eHT- 
HbIX UHCEJI MMEHWOT HM MOrYT MMEeTb elle OobUIee 3HaueHHe B UCC/IeOBaHUH TIOBe- 
JleHuA pellieHul WIMpoOKUX KsIaccoB Kak asireOpanuecKux, Tak MW TpaHclleHjeHT- 
HbIX YpaBHeHui. Teopuv TpaHCleHeHTHbIX YHCeI MosvUnIIa MpaBo Ha ITO Han- 
MeHOBaHHe CPpaBHUTeJIbHO HeaBHO. TOsIbKO 3a MOCIIeMHMe JBAMaTb JI€T ObiJIH CO3- 
jaHbl B 9TOM OONACTH OOUIME MeTOJIbI, MOSBOJIAOIIMe HasbiBaTb ee TeopHeli. 
CneflyeT OTMETHTb TakoKe, UTO MepBble MOCTaHOBKH MpPoOsJIeM TpaHcleH/eCHTHOCTH 
yvicesl UW alreOpanyeckoH HesaBHCUMOCTH YMCEJI B PallMOHaJIbHOM NOJ€ MpHvas- 
nexatT JI. SUJIEPY. B uactosulel craTbe A XOUY He TOJIbKO OXApaKTePH30BaTb 
COBPeMeHHoe cocTOAHHe MpoOJembl NpKOMKeEHHA anreOpanyeckux Mppalio- 
HasibHocTeH HW TeCpHH TPaHCleHeHTHbIX YMCeJ, HO HW MOKa3ATb CBASH OTHX 
Teopvii u puHasyiexKalllux K HUM MeTO/OB c TeopHelt AMOpaHTOBbIx ypaBHeHul 
Mu ooulei apudmeruyecko Teopvel anreOpanyeckux TosIeH. Si, ecTecTBeHHO, 
Orpanu4HB CBOIO 3ajlauy H3JIOXKeHHeM TeOPHH TpaHcleHACHTHbIX WHC HW TIpH- 
ONMKeHHA asireOpanyecKUX Uppal|MOHaJIbHOCTeH, OCTAHaBJINBAlOCb Ha sajiauax, 
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OTHOCAIUMXCA K pelleHio asireOpanuecKhx ypaBHeHuii B WeJIbIX UNCIIAX TOJIbKO 
MOCTOJIBKY, MOCKOJIBKY 9TO HYXKHO JWIA MOKasa SHAYeHHA H3JlaraeMblX MHOlO 
BOMPOCOB B 9THX sajlauax. PoOJIb paOoT COBeETCKHX YYCHbIX B PasBHTHH OTOH 
nlocnemnel OOacTH TakKyKe BeCbMa BeJINKa, H B NepBYH OUepellb 3eCb MO)KHO 
oTmeTuTb padoTs! Bb. H. JIEJIOHE, J. K. PAJIIEEBA u B. A. TAPTA- 
KOBCKOPO. 

B §§ 2 1 3 np H310>KeHHH TeOpHH NpHOIMKeHHA asreOpavyecK Ux Hppal\no- 
HasibHocTei A OrpaHHuBawocb B OCHOBHOM H3J10xKeHHemM HanOoslee CYLeCTBeH- 
— HbIX P€3YJIbTATOB, MOUTH H€ OCTAHaBJINBAXCh Ha MeTOAX HX [OKASATEJIBCTBA, 
TaK KaK 9TH MeTO/IbI MIpeAcTAaBIAIOT pasBuTHe TaKOH ue, KOTOPaA, HACKOJIbKO 
MOKHO CYIMTb B HacToAlee BpeMA, MO CYLecTBY HcyepneHa H MpoOJDKeHHe 
UcceOBaHHli BYTOM dK HalipaBJICEHHH BO3MO)KHO TOJIbKO C TIOMOIIbIO CYILeCT- 
BeHHO HoBbIx Hei. Haodopot, mpu ussoKeHHH B §§ 4 u 5 TeopHH TpaHcieH- 
JICHTHBIX 4HCe] A B OCHOBHOM H3siaraloO XOJl pasBHTHA H cOfep»KaHHe HOBbIX 
aHAaJIUTHYECKHX MeTOMOB, TAK Kak OT JlasIbHelWero pasBHTHA ITHX OOLIMX MeTO- 
JloB, HayaBlwerocA B 1929-—-1930 r. r., MOXKHO .KaTb HOBbIX Pe3YJIbTATOB Kak 
B OOACTH TpaHCueHJeHTHbIX UNCes, TaK HW B OOAaCTH NpHOMKeHHA asredpan-. 
yecKHX MppalMouabHocteli u JWWoaHTOBLIxX YpaBHeHHit. [laparpad 6 nocBsxleH 
HeKOTOPbIM Ppe3YJIbTAaTaM B OONACTH TeOPHH TpPaHCLeHAeHTHBIX UMC, MOsY- 
YCHHBIM C TOMOUIbIO TIPHMeHeEHHA OT/CJIbHbIX UACTHbIX TIpHemoB. B § 4 # UssIarato 
pasBuTHe MeTOa HccNeloBaHHA apndmeTHvyecKOH MpHpoAbl unces, MOporKa- 
eMbIX (PYHKUWAMH, MMeHOWIMMH asireOpanyeckHe KOsMPUUNEHTHI TIPH pa3s1OyKeHHH 
B CTeMeHHOM px, WH YAOBNeTBOPAIOUIMMH JHHeHOMY jWHdpdpepeHuvasIbHOMy 
ypaBHeHHl0 C MOJIMHOMHMAJIbHbIMH KoopPuUneHTaMH. ITOT MeTOL HMeeT CBOHM 
HcTOUHHKOM padoty LI. IPMUTA. B § 5 « usnarato MeTO, pasBHTblii MHOH H 
OCHOBbIBaWOLIHHcA Ha HccueOBAHHH aHaNuTMYeCKOrO MoBeseHHA YAK, - 
NpHHHMalOlWINx asreOpanyeckune 3HaveHHA Mp aprymMeHTe, MmpoOerarwulemM BCH 
COBOKYMHOCTb WeJIbIX ayIreOpanuecKHX uncesl onpeeneHHoro nos. Tleppas 
MOCTAHOBKa OCHOBHOM 3ajlauH B OTOM HampaBseHHn npHnawwiexKnt JI. SMJIEPY. 
M3 W310KeHHOrO HW)KE PAKTHYECKOFO NOJONKEHHA B OOMACTH METOLOB MH PesYJIb- 
TATOB, OTHOCALIMXCHA K TEOPHH TPaHCLCHEHTHDIX UHCI, CeMVeT TAaKKe TEHeH- 
WHO3HOe HECOOTBETCTBHE C JleHCTBUTeCJIbHbIM MOJIOXKeEHHEM jlesa B OTOH OONacTH 
BbIcKasbiBaHu P. KYPAHTA B kuure »UTo Takoe MaTemaTHKa«: P. KYPAHT 
B 9TOH KHure roBopHT, uTo JI. PUJIBBEPT nocrasua B 1900 r. mpodsemy TpaHe- 
ICHCHTHOCTH OJHOrO KJlacca YMcesl, B YacTHOCTH, uNcNa 2%2, STO B cmbicae 
mepBol MocTaHOBKH Tako mpoOsembl HeBepHoO. Bnepsple merepOyprcKHit aKka- 
nemuk Jl. SAJIEP, B 1744 r., uerko (popMyJIMpoBasl B cBoeli KHUre »BBezeHHe B 
aHaJins«, ¥. | YTBepKeHHe, YTO JoOrapHdM pallHOHaJIbHOroO Yca Mp paliHo- 
HaJIbHOM OCHOBAHHH /LOJDKeH ObITb UMCJIOM TPAaHCLeHCHTHbIM HJM PallHOHaJIbHbIM. 
J. PUJIBBEPT ronbkKo Bksioun1 B UHCO CBOHX 23 MpobNem oOo0OuIeHHe gTori 
MOCTAHOBKH, 3AMCHMB MPeANOJOKCHHE PALMOHAJIbHOCTH OCHOBaHHA Hi JlorapHima 
Ha MpeANosoxKeHne areOpanyHoctH Toro HW [[pyroro H mpHzaB eli Apyryio, HO 
BIOJIHE IKBHBAJICHTHYI0 STO MO Cosep»KaHHto, dopmy. Jjanee P. KYPAHT no 
MOBO/Y ITOH npoOsembl muWeT: »Hakoneu, SMTEJIb u, Hesapucumo oT Hero, 
MOJIOOH pycckHi matemaTHK A. TEJIbPOH JL orkppiin Hoppe MeTOsbI [IA 
MOKasaTeJIbCTBA TPaHCWeCHAeCHTHOCTH MHOrHX UHCeJ, HMeHUINX 3Ha4ueHHe B 
maTemaTHKe. B yacTHocTn, Oblsla YcTaHOBIeHa HE TOJbKO TpaHclleHAeCHTHOCTb 
rusibOepTopa uncsia 2%? HO HM WesOro AOBOSbHO OOWIMPHOrO KNacca UNce Ba 
a’, re a — anre6panyeckoe une (4 On -4 1), a b—anre6panyeckoe uppalio- 
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HaJIbHOe UNCIO“. HH 0 KaKOM NapasiiesH3Me B OTKPbITHH H, Tem Goslee, B ycra- 
HOBJIeHMH cHauasia K. 3MPEJIEM, a 3aTem MHOoW »HesaBicuMmos TyTeit nopxXoya 
K pellenHio mpodsiembl Diepa—use6epta He MOKET ObITb H peuH. 

B cBoel padore, ony6sukoBanHoit B 1920—1930 r. r., K. SHUPEJIb yeit- 
CTBUTEJIBHO PasBHBaeT OHH OOM MeTON, Lawllui BO3MO>KHOCTb lOKa3bIBaTb 
TpaHCleHCHTHOCTh 3HaueHH @yHkuUW, oTHOCAUIMXxcA K Kuaccy E-~pynKynii 
(onpefesenne sToro Klacca byHKH faHo MHOW B § 4), Ho 9TOT MeTO;I HelpH- 
MeCHHM K JOKa3aTeJIbCTBY TpaHClleHeHTHOCTH uncesl BHa a’. B osTol xe padote 
K. SMTEJIb, He sHaad B MomMeHT HancaHusA uM cBoeli paGorTDI 0 Moeli padoTe, 
onyOJIMKOBaHHOK B 1929 r., B KOTOpol A ato HOBbIM MeTOJOM pelleHve yacTH 
nmpoOsembl Qisepa, HelMpaBHJIbHO YKasbIBaeT BOSMO)KHbIM MYTb K pelleHHo 
sTOM Mpodsempl. B Oofee nosqHux padotax K. 3MTEJIb yvKasprpaer, uTo uses, 
Je Kalan B OCHOBe JAaHHOrO MHOW OKasaTeJIbCTBa TPaHCLEHAeCHTHOCTH OfHOrO 
nogsKsiacca ucesl Bua a’, MOKeT ObITh C YcreXOM MIpHMeHeHa K_ pellleHHio 
IpyYrux MpoOsem TeopH TpaHcueHAeHTHbIX unceN. TlomHoe pemenne mpoOsembl 
—Siiepa, ApYrMMM COBaMH, MOKasaTeIbCTBO TpaHC[eHeHTHOCTH WIN pallHo- 
HaJIbHOCTH JIorapHMoB asIreOpanyeckux uNcesI NpH areOpanyeckom OCHOBaHHH 
UJIM, YTO TO 9K CAMOR, TPaHCLeHeHTHOCTH Uce Bua a? ObIIO TaKOKE BIepBble 
nauo B CCCP B 1934r. 


§ 2. [IpHOnuwkeHve areOpanuecknx uncen. Mcropuxa Bompoca 


Bneppple Bormpoc 06 apudmeTuyecKko mpupose WinpoKoro Kjiacca YHCJIO- 
BbIX OOpasoBaHHit Opis noctapsien JI. SAJIEPOM. Yoxe Gpi0 ckasaHo, uTO B 
cBoeli KHure »BBefmeHve B aHasIv3« OH BbICKa3sbIBaeT YTBePKeHHe, YTO TIPU 
pallMOHasIbHOM OCHOBaHHM a JorapHdm su0O0ro palwoHasibHoro uncsa b, He 
ABIIALMULeErOCA PallHOHAJIbHOM cTeMeHbiO a, HE MO)KET ObITb AarxKe YMCIIOM Uppa- 
LHOHAJIbHbIM (B COBPeMeHHO! TepMUHOIOrHuH anreOpanuecKkHM) HM OJDKEH OTHO- 
CUTbCA K KOJIMYECTBAM TPaHCLeHeHTHbIM. Kpome 9TOrO YTBeEpPKMeHHA, LOKasaH- 
HOroO TOJIbKO B HacTosillee BpeMA, OH CTaBHJI WH Apyrne salau, OTHOCALIMecA 
Herlocpe/ICTBeHHO K TeOPpH TpaHCcleHeHTHbIx unces. Uepes cromeTue mocse 
JI. SHJIEPA JK. JIUYBYV Jb [8, 6] Brepspie B 1844 r. fam HeoOxosumblli 
TIpvsHak asireOpavyHocTH uncsla M TeM CaMbIM jlocTaTOUHbI Mpushak Tpake- 
[leHeHTHOCTH. OH MoKasasl, UTO ECJIN @ CCTb KOpeHb HEMPHBOAMMOrO ypaBHeHHA 
cTeneHuy = 2,p ug — JOObIe WeIbIe PallMOHAaJIbHbIe YHCJIa, TO HMeeT MeCTO 
HepaBeHCTBO 

ee P or 
(1) Cs ees (= 0), 
q q 


re MOCTOAHHAaA ¢C He 3aBHCHT OT Pp H 4g. 
TlokasaTesIbcTBO 9TOrO HepaBencTBa BecbMa mpocTo. IlycTb a — KopeHb 


‘ HeMpuBOAMMOrO ypaBHeHiin 

F(x) aye av +... + a=), 
Te BCE Ay, dy, .. +, Gy—lleuble pallMoHasbHble yea, Tora 3 CHcTeMbl COOT- 
HouleHui 


Bel abl p@l> gaate(P—a] O=r=) 


q q 
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HerlocpencTBeHHO cylevet Teopema JIUY BUJIJIA. Stor nprsnak TpaHcueHeHT- 
HOCTH UHC!a MOSBONH BHepBble CTPOHTb H MpPHMepbl YNCeI TpaHClleHCHTHBIX. 
JlelicTBHTesIbHO, M3 JIMYBHJWIeBCKOrO MpHsHaKa TpaHCleHCHTHOCTH CyeyerT, 
HanpuMep, TPaHCleHeHTHOCTb unica 


Vrax, JIMYBYJVJIb yeranosuy, 4YTo anreOpanueckHe 4uncya He MOryT 
CNHUIKOM XOPOWIO MpHOMMKATbeA PalWOHAIbHbIMH ApoOsAmH. B cBssH c 9THM 
(bakTOM BOSHHKIIa MIpodsema ompeyenenus Takoli KoHcTaHTb! O = O(r), TO 
MpH a anreOpanyeckol cTemeHH » HepaBeHCTBO 


| p 1 
2 a— + 
( ) | q gore 


re p Hq—wenble, OyfeT UMETb JIHWb KOHeYHOe UHCIO pellenHii, Korgqa e > 0, 
H OeckoHeuHoe, Korma ¢ <0. Bnepspie A. TYD [15] B Hauane TeKyUero cTO- 


v 
JI€THA CMOM MOHHSHTb BeJIHYHHY OTOH KOHCTaHTbI. OH nNoKasasl, UTO ) a 


Jina okasaTesibeTBa 9TOrO NpewwioxKeHuA A. TYS nocrTpous! MHOrowleH OT ABYX 
TlepeMeHHBIX X H VY C LWeJIbIMH PaHOHAIbHbIMH KoOoPPHWUnHeHTaMH, KoTopplii 
HMeeT BIJ 


(3) f(x. ¥) = (y — a) fil y) + (& — 2)" fe (* @)- 
Jlomyckas, YTO HepaBeHcTBO (2) HMeeT Ba peleHHA c OcTaTOUHO GoubUINMH 


) : In 
Pi yy Pe , NoONarasl B COOTHOLUeHHH (3) m & wie 


1 ng, 


3bIBax, UTO JIeBaA YacTh (3), pH COOTBETCTBYIOUIeM BbIOOpe P(x, vy), NPH xX = Pu 
hs 


SHAMEHATEJIAMH Gg, H do, 


H OoKa- 


Hy = Pe, HYJIb He oOpailaercs, OH MOUTYYUaeT CBOe YTBEPKeHHe AHAIIOCHYHO 


Ve 


TOMY, Kak OblJia joKasana Teopema JIMYBHJIJIA. Stor merog, Koroppili 
NOSBOJIHWI = CYLIECTBEHHO NOHHSHTb KOHcTaHTY JIMYBMJIVIS, Heobxonumo 
CBASAH C NpeNOMOKCHHEM CYULECTBOBAHHA JIBYX OcTaTOUHO GobUINX pelleHuii 
Hepapencrsa (2). [looTOMy oTOT MeTO/ NOSBONAET YCTAHABIINBATb TOJIbKO PpaHHLy 
YHCJa pelleHHi HepaBeucrsa (2), a He MAKCHMAJIBHOM BeJIHUHHbI HX sHameHaTevielt, 


rv) v 
J\elicTBuTeIbHO, H3 paceyoKeHH A. TYS cnepyer, uTo ecu npn O = = 


He > O HepasencTBo (2) HmeeT JOcTaTOUHO GosbUOe pellleHHe co sHameHaTesIeM 
91 > 9: (4, ), TO HeT peulennii co sHameHaTeNMH gy = gi (a, €, g,). ITO cpasy 
NOSBOIACT, B YACTHOCTH, YCTAHOBHTb KOHEYHOCTh YHCIa pelllenHii ypaBHeHusa 


(4) (| = cy" + yy" tet... + eqaat= ce (n = 3) 


B WeIbIX YACIAX X HY TPH WeJIbIX PALHOHAIIBHDIX KOI PHUHEHTAX C, Co, Cy, « - 5 Cre 
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J\eicTBuTeIbHO, H3 ypaBHenua (4) cnepyioT cooTHoMleHHA 
~ ee c x 
(5) §{Z)=(«-<)r =<. f=ate(=—c (0 =r =1) 
aes y y ma 
M3 KOTOPbIX, MPH YCJIOBHH HeIpHBOAMMOCTH NosHHoma f(t) B pallHoHasIbHom 
NO, cpasy cilefyeT TIpoTHBopeyne c HepaBeHcTBom (2) mpu O +e <n, ecm 
TOJIbKO MbI jOMYCTHM CyYLUlecTBOBaHHe OecKOHeYHOrO uNcya pellienuii ypaB- 
HeHHA (4). 
ITOT MeTOA ObII OGObMIeH MH yTouHeH K. SHPEJIEM [4, a)], KoToppiit 
NOKAa3aJ1, MOJb3YACb MONPexKHEMY CYII[eCTBOBaHHem JIBYX [locTaTOUHO GosIbLUIUX 
peleHuii, uTO BepHoO HepaBeHcTBO 


6 O= mi é ZN Ge 
) nin [= +5| ve 


K. SHIEJIb ne TonbKo yrounns metog A. TY9, Ho on HW pacnpoctpaHHs ero Ha 
enyyah mpvOnMwKeHuA asreOpanyeckoro uncna a uncsiom ¢, TakoKe anreOpan- 
yecKMM, BbICOTb! H u cTeneHu n. Boicoroh anreOpanyeckoro uncia € MbI Ha3bl- 
BaeM MAKCHMYM MOJIYJIA KOsPUUNEHTOB TOrO HeMpHBOUMOrO B pallHOHasIbHOM 
nose YpaBHeHHA, KOTOPpoMY ¢€ yYoBIIeTBOpHeT, ecuH Bce KospPuUNeHTHI JTOIO 
YpaBHeHHA Wesble HW UX OOWIMK HaHOONbLUIM fenuTesIb paBeH euHuue. OH T0- 
Ka3aJl, YUTO HepaBeHCTBO 


(7) ja—C|<H“@+), O= min aaa (e> 0) 
1<s<v—1| s+] 

UMeCT JIVINb KOHeYHOe YNCIIO pelllenuii B anreOpanueckux uncsax ¢, eCJIM a eCTb 

anreOpanueckoe unico cTemeHH v. Kpome oToro, HM ObIJIM aHbl MW [pyre BapH- 

aHTbI HepaBeHctsBa (7). 

Jlanbuetiuine nompitKu K. SUPEJIS [4, 6)] u ero yueHHKOB YMeHbILIMTb 
BeJIMUHHY KOHCTaHTbI O B HepaBeHcTBax (2) ui (7), HCJINOJIb30BaB MpeMOIIOyKeHHE 
0 CYIIECTBOBAHHM YoKe He JIBYX, a J10O0r0 YMCA MOCTaTOYHO OOJIbUINX pelllennit 
HepaBeucrtsa (2) uu (7), MpHBenM ero K Teopeme, KOTOpax Oblla YTOUHeHAa ero 
yuennkom T. UWIHEMJIEPOM [17, a)], 4 B YTOUHeHHOM (opme 3BYUHT TAK : 
CCIM G1, Gi) + ++) Yn +» - OVAYT SHAMEHATEIN BCEX MOCIeMOBATeSIbHbIX pellleHHii 


Tig, In +1 


Hepapenctsa (2) npo O = 2 u e>QO, To usu lim mee 
Nn 


QTa Teopema SUI EJIA—UIHEWM EPA, kak MbI BHM, He TOJIbKO He flaeT 
BOSMO)KHOCTH YCTaHOBHTb TpaHvuy JWIA BeJIMUHbI sHameHaTeeH pelleHnit 


=oco, WIM N< Mp. 


Vv 
Hepasenctsa (2) mpu 2< 0 <O0,,0,= min BS s) HOM He YTBep- 
; 1<s<v—1}sS+]1 
yclaeT flaxke UX KOHCUHOCTH. 
TlocnenuaAA mpuBefenHanA Teopema ecTecTBeHHO oOoOUlaeTcCA Ha ciyuait 
Hepapenctsa (7). Us nepBoro, OCHOBaHHOrO Ha paccMOTpeHHH ABYX [lOCcTaTOUHO 
GobUIMX pelleHHii, oOoduIeHHA Teopembl A. TYD cuefyer, B YACTHOCTH, YTO 


ypaBHenne 
(8) CoV? + Cyt x 4-2-4 bn x" = Pm (XY) (n = 3), 
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TIPH WeNIX PALHOHAIbHIX Cy, Cy, ++) Cn H P(X, ¥) MOsIMHOMe C HeJIbIMH 
palMOHaNbHbIMH KOopPHUMEHTAMH CTeNeHH mM MMeeT JIMLb KOHEYHOe YHCIIO 
pelleHHit B WesIbIX PAaLMOHAJIbHbIX UMCIAX X HY, Kora 


ats = -+- S 
s+] 

Hi WeBax “uacTb YpaBHeHHA He MpHBosima. M3 Teopembl Ke SUP EJIA-—UWIHEN- 
IEPA cyejyer TOouIbKO, YTO pH n> m-+ 2 WeNOUNCNeHHble pellleHHA YpaB- 
HeHusa (8) oveHb pewkH. MOoKHO OTMeTHTb, YTO BOTIPOC O KOHEYHOCTH HIM 0ec- 
KOHeuHOCTH pellenuii ypasnenua (8) npH n= m-- 1 pellleH fo KOHMa jApy- 
rum TIYTeM. 

JlanbHeitiune OOOOLIEHHA TeOpeMbl 3YUrEJIA—WIHEN IEPA u HekorTo- 
pble HX NPHJOXKeEHUA MODKHO HaiiTH B padoTax K. MAJIEPA [10, 6)] — [10, 4)}. 
CnejlyeT TaKKe OTMETHTb, UTO HEKOTOPbIe Pe3SYIIbTATbI B OOJACTH MpHOMKeHHA 
aireOpanuecKux HppalnonasbHoctel Opin nostyuenbi Jk. JI. MOP JLY XAN— 
BOJITOBCKUM ]12, a)], [12, r)], —[12, e)], P. O. KY3bMHHBIM [5, 6)], 
A. 0. TEJIBRBOHJIOM [3, k)], (3, 1)] 4H ApyruMu aBTopami. 

PesysJIbTaTbl, aHasloruunpie Teopeme TYI—S3SUIEJISA, oTrnocaulnecs K 
BOTIPOCY OO OAHOBPeMeHHOM MpHOMMWKeHHH HECKOJIbKMX asIreOpanyeckKux YHCedI 
PalMOHaNbHbIMH JIPOOAMH C OAMHAKOBbIMH 3HAMEHATEJIAMH, ObIIN MOJIYUeHbI 
lee LACCE. 2): 


n— i> min 
1<s<n—1 


’ 


§ 3. IpuOnmKenne anreOpanyeckHx uncesl MH HX JorapHMOB H CBA3b 9THX 
BOMpPOCcoB ¢ APYFHMH YHMCIIOBbIMH TIpoOsemMamit 


B HactTonllem maparpade OYAYT 310 x%KeHbI Pe3VIbTATbI, TMOJIVUeHHbIe 
aBTOpoM HacTosilel cratbu [3, J1)]. 

B cBA3H Cc TEM TIOJIOXKEHHEM NpOONeMb! MpHOMMDKeEHHA asreOpanyeckHx 
UppalMonasIbHOcTei, KOTOPOe ObIIO BKpaTUe H3107KeHO B § 2, MperxKe Bcero 
€CTECTBCHHO BOSHMKaeT BOMpOc 0 TOM, MODKHO JIM MOHH3HTb BeJINYHHY KOHCTAHTDI 
0 no cpaBHeHuio c BeMUHHOM, NoYueHHON K. SHPEJIEM mpu ucnosmb3s0BpaHHni 
TOJIbKO [IBYX pelleHHii HepaBeHcTBa (2). JJanee, npHHHMas BO BHHMaHHe He- 
IPPeKTHBHOCTh Pe3YJIbTATOB, MOJIYUaeMbIX MeTONOM A. TY9, HeotpeKTHBHOCTb 
B TOM CMBICJI€, YTO HeJIb3A YCTAHOBUTb ITHM MCTOJLOM PPaHHUY BeJIMYHHbI 3Ha- 
MeHaTesleH pelleHuii HepaBencTBa (2) npH O < vy, TakoKe ecTeCTBeHHO BCTAaeT 
BOMpoc O TOM, Kak OJDKHa 3BYYaTb Teopema O TIpHOJMKeHHH asIreOpanueckux 
uncell, KOTOpaA Obiia Obl MpeebHOH B cMbICIe oPeKTHBHOCTH MPH HCTIOsIb30- 
BaHHH JIBYX pelleHHi HepaBeHcTBa (2). B gTol nocTaHoBKe Bompoca Mpuxo- 
AUTCA FOBOPHTb TOJIbKO B [IBYX PpelleHHAX, TAK KaK HCMOsIbsOBaHHe HosIblIUIero 
YicIa pellleHHA HaTasIKUBaeTCA Ha HeMpeOMOJIMMbIe MOKA TPYAHOCTH, CBASAHHbIe 
c oOuleH Teopnei ssMMHHAaHH. 

Teopemy, KoTOpas laBasia Obl OTBET Ha TOCTaBJICHHbIi BONpPOc, MbI ccbopMy- 
JIMpyeM, BREA MpeBapHTeIbHO MOHATHE MepbI asIreOpanyeckoro unena. IlycTb 
€ ecTb uncs10 asreOpanyeckoro mons K erenenu o, a unesa W,, Wg, ... ,Wg NYCTb 
oOpasy10T Oasic KOsIbUa WeIX UNCce 9TOFO NOs. BssAToe HaMH Unco 6 MOKeT 
ObITh O€CUHCICHHbIM MHODKECTBOM CTOCOOOB MpeslcTaBseHO B (popme 


(9) po Pi Oar Paes 


Gy @, +b. dg Wg” q [Pis- + +» Qo) = max [| Py |, ---5 | do], 
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TMC Py, Pay +++, Po, Vy Yas -+ +5 Jo — WeMble pallMoOHasIbHble uNcsa c OOM HaH- 
OOJIbIIMM jleJIMTeIeM, PaBHbim efMHHye. Mb Oyjem HasbiBaTb uncsO q Mepoit 
yncia C, ecsIM OHO ONpemeAe TCH COOTHOUIeHHeM 


(10) q=ming [Py ---;Po, Q1y-+ +) Io; 

C 
rae MHHUMYM B IipaBol vacTru GepeTcA M0 BCEM BO3MO>KHbIM TIpe/lcTaBJIeHuAM 
uvcsia ¢. HeTpyfHo 3ameTuTb, uTo Koryia 6 = he €CTb YNCIO pallHOHasIbHoe, TO 


q 
ero Mepa papHa max [|p], |q|], ApyrumMu cIOBaMH, c TOUHOCTbIO JO Hecyuye- 
CTBCHHOM0 MOCTOAHHOFO MHODKHTEJIA COBMajlaeT C ero SHaMeHaTesIem g. Tenepb MbI 
MOKEM CPOPMYJINPOBATb Hallly OOUIy10 TeopeMy, KOTOPY1O MbI OY]emM HasbiBaTb 
B JlaJIbHeiliem Teopemoit I. 

TEOPEMA I. IIyctb au f Oy AyT Ba MpOuSBONIbHBIX YHesIa anredpanyeckoro 
noua Kg cTeneHH V (OHH MOryT coBnasaTb). Ilyctb TakoKe ¢ un ¢, OvavTuncnamn 
asireOpanyeckoro nos K, Mepbl KOTOPbIxX OTHOCHTeJIBHO (UKcHpoBaHHoro Gasnca 
UeCIIbIX YACEI STOFO MOA 1, Ho,..., Wg OYAYT COOTBETCTBEHHO g H g,;,a Ou O, 
OVAYT fBa feHCTBUTeIbHbIX YMCA, MOAYHHAIOWINXcA yenoBusm O = O, =v, 
0-0, =2v(1+e) («> 0), rae ¢— ckonb YrofHO mano, HO duKcHpoBaHo. 
Tora, ecu HepaBeHcTBO 


(11) [a— ¢|/<q-°° 
Oy eT HMeTb pellienne ¢ c mepoli gq > q’ [Ky , K, a, B, €, 6], TO HepaBeHcTBO 
(12) |[B—f|<q,-°% 
H€ MO)KCT MMeCTb pellleHHi c Mepol g, MPH YcsIOBUH, UTO 
0—1 
(13) In q, = ——— + 6} Inq, 
2(Vvil+e—1) 


rie 6 — s1100aA CKOJIb YFOMHO MaNaA MOJOMKUTeIbHaA MocTOAHHaA!. BameTHM 


| O—1 ; 
oO >3 + Tepexonur B HepaBeHcTBo Ing, = = + 3 Ing(y>1,6’>0u 


CKOJIb Yrowuo Maso). Us sToro sameyaHuA csejlyeT, YTO TIpH a = f 3a Mpeyeom 
q (K, Ko, 4,1) MOKeT ObITb TOSbKO OHO pellleHHe HepaBencTsa (11) mp AocTa- 
TOUHO Masiom 6’. COOTBeTCTBYIOINMM OOpasom (OpMYJIMpyeTcA MU p-afluueckui 
aHaslor pHBeseHHol Teopembl. M3 npuBeeHHol TeopeMbl TAaKKEe CiIeMyeT, TOsIa- 
rac B Heli O = O,, uTo HepaBeHcTBoO (2) NpH ¢ >O UMEeeT JIN KOHCUHOe HCO 
pellennii, Korja O = V 2y. Ipepembuoctb Hallel oOuleii Teopembl, ¢ TOUKH 
QpeHHA goPeKTHBHOCTH, MO)KHO HeMOcpe/CTBeHHO YCTAHOBHTb B TOM CJIvuae, 
Kora € uC, OYAYT palwoHasIbHbIMH ApoOsmn, a a = f. JfeicTBHTeJIbHO, CCJIH B 
YcloBun Teopempl OO, = 2v(1 + €) MOKHO ObIIO Obl SAMCHHTb & > O Ha 
— «<0, To on0 umeno Opt BH, OO, = 2v(1—e) M MbI MOTH Obl MOJO XKUTb 


1 Uacrupmt cmyuait sto TeopemMbl npu a = f, ¢ — pannonanpubie Apobu, O = O,, 
w 6e3 HepaBeHcTBa (13) HesaBHcHMO Obl ‘oKasaH JTIMCOHOM, Acta Mathem., 79 No 3--4, 


1947. r. 


6 Acta Mathematica 
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O = 21/1 —2< 2u0,=¥ 4/1 —-e < v. Ho Hepapencrso(11) mpu ¢ parno- 
HasibHom, 6 = 1 u O <2 uMenO Obl AelicTBHTeJIbHO Oeck OHEUHOE MHO)KECTBO 
pelleHHii, sHauHT, JIA 3HameHaTeseH PalMOHaJIbHbIX PeleCHMH HepaBeHCTBa (12) 
Hallliacb Obl appeKTHBHAA rpanuua B Bue PYHKUNH Ko, 4, €. OTctofa Herlocpes- 
CTBCHHO YoKe cueoBasIO Sb! cvlecTBOBaHHe aipPeKTHBHOM PpaHHUb! WIA BesIMYHH 
pellennii ypapuenus (4). Hakouell, MOXKHO CKasaTb, YTO Halla OOUIaA Teopema 
OcTaeTCA B CHJIe pH 3aMeHe MepbI uNcesI ¢ Ha UX BbICOTHI. 

Jloka3aTeIbcTBO STO TeOPpeMbI OCHOBAHO Ha HEKOTOPOM YCHJIeHHH MeTOMa 
A. TY9. Monbsyacb Hallie oOulei Teopemol I, c MOMOLIbIO HEKOTOPbIX JOMOJI- 
HUTEJIbBHbIX PaCCMOTPeHHM MODKHO lOKa3aTb Teopemy II. 

TEOPEMA II. Tyctb a, ¢,,¢,,..., 6; amreOpanueckne ucla Noa 
K. [lyctb TakoKe mpovsBeseHve JOObIX IesbIX cTermeHe uncen ¢,, 65,...,5 6s 
He MOKeT ObITb PaBHO efMHuUe. Tora HepaBeHcTBO 


| . Xs | = 2X 

(14) }e— Tiles ate aee erate i . = max |x;| 
(RS OSS 

WU cpaBHeHnue 


(15) a=t,”¢)*...¢* mod p™, m=[6y], y= max |yi| 


Leis § 


Kak Obl HH ObIM MaJibl uncsa e > Ou 6 > O, MOrYT HMeTb TOJIbKO KOHeUHOe 
YHCIO peleHH B LeJIbIX PaL[MOHAJIbHbIX UHCIIAX X,, Xe,. ~~, Xs HW Vy, Vor- ++ Voe 
Yncso p ecTb mpocTod ufean non” K. $1 mpuBeyly Termepb (Ba clesicTBHA TeopeM 
Iu II. Ipexae Bceero A npuBefly mpumMeHenne Teopemb! I K TeopHH anredpan- 
yecKHX ypaBHeHHii. IlycTb cHcTemMa OHOPOMHbIX (opm P(x, Vv), Po!X, V),.... 
P,(x,y) oOslafaeT cyleqyvIoluMH cBolcTBaMH : cTemeHH HX OYAYT m,, Ms,..., 
Mn, BC 9TH CTEMCHH BbILe NepBOH, BCe KOOP PHUNEHTHI MOJHHOMOB P(X, V), .. . 
P,,(X, y)— WesIble palHOHAaJIbHbIe YACIA, STH MOJIMHOMbI He MMeHOT JIMHeMHbIX [esIH- 
Tele B pallMOHaJIbHOM Those, KaoKbili jelicTBHTeNbHbI KOpeHb MomMHOMa 
t™k P(t, tx) = R,(x) npunawiexnt K asre6panyeckomy momo K cremenu He 
BbIIMe ¥ HW BCe TAKHe KOPHH pasJIHUHbl MEY cobol. Byfem TakoKe HasbIBaTb 
CTEMCHbIO MOJIMHOMA OT 2 TMepeMeHHbIX P (X,, Vy, Xz, Vos-- +> Xn» Vn), HMerOollero 
Hebe PALHOHAJIbHbIe KOSPPHUNCHTHI, COBOKYMHOCTh YHCe (Sy, Sg... 5 Sas 
Mle S; CCTb CTeMeCHb MOJMHOMa P 10 COBOKYTHOCTH NepemMeHHbIX X;, y;. Tora 
Oy/\eT HMe€Tb MeCTO TeOpema : 


YpasHenne 
(16) P(X, V1) P(Xp, Ve) Oh P,!Xn, Vn) = P(x, Vi) Xa, Vor* * *y Xn, Yn) 


Oy /leT HMeTb TOJIbKO KOHeUHO UNCO pelleHHii B WesIbIX PaLMOHAJIbHbIX YNeaXx 
Xi) Vay Xa) Vor + +5 Xny Vny CCIM TOMbKO OHOBPEMCHHO BbIMOJIHeHbI HepaBeHcTBa 


My — Sp > V2» (Kael 2) 0: 5 I Pree 


M3 Teopembl II TakoKe MOOKHO NOJYUMTh pA cuejcTBHii, HO ye WIA 
NOKA3aTeJIbBHbIX YpaBHeHH. IlycTb, Hampvmep, unesia C),...,fn, Ppse 5 Van 
Miy+++y Np OYAYT WeJIbIMH UNCaMH Mos K, HH OHO M3 HHX He Gy eT anreOpau- 
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yecKol ejuHnuei, A, B, C, ABC ~ 0, OvayT uncnamu Toro xKe Nona K, unesa 


Coy. on P= V--- Ym Y= %--+- Np OYAYT B3aMMHO NpocTbl. Torna 
ypaBHenne 
(17) A ee Oy Ct... PO 


MOOKET HMCTb TOJIbBKO KOHEYHOE YMCJIO HEOTPUMWATeJIbHbIX pellleHH B IeJIbIxX 
PallMOHAJIBHBIX YHCMAX X1,..-, Xn, Vis-- +> Vino 219-- +) Zp. Alamee, MOUTH HeMO- 
CpesIcTBeHHO H3 Teopemb! Il MOKHO NOJIYUNTbh TeEOPeMY OTHOCHTeIbHO MoOBeeHHA 
JIMHeMHEIX (OPM C LeJIbIMH PAaLHOHANbHbIMH KooPPuUNeHTaMu OT Morapud@moB 
ayireOpanyecKux UHCcel. 


Ecnu anreOpanyeckue uncsla a,, G,..., 4, OONAMAaWT TEM CBOMCTBOM, UTO 
NpousBeleHve JHOObIX WesIbIX CTeMeHeli 9THX UHCes He PaBHO eHHHWe, TO Hepa- 
BeHCTBO 


(18) ([X%_ In@, + >---+ x, In a,| << e— (er= OX == max |ixp |); 


WSs 


re slorapudpmbl UMmerwT J10ObIe, HO PUKCHPOBaHHble 3HaueHHA, MMEeT JIMIUIb 
KOHeUHOe YHCIO pellleHHli BLebIX Pal[MOHAJIbHBIX UNCIAX X1,..~., Xn. 


Kak 6pisi0 moKasaHo IO. B. JIMHHUKOM u astopom stoi cratbu [6] B 
COBMECTHOM padoTe, 9Ta MOCeHAA Teopema TIpH s = 3 flaeT BO3MO)KHOCTb 
TIPOBECTH HOBO, He 3aBncslllee OT aHaNMTHYeCKON Teopun L (s, %)-PANOB NoKasa- 
TeJIbCTBO KOHEYHOCTH YHCIa OMHOKIACCHBIX KBajlpaTHuHbIx Mosel. Ecsm Obl 
MO)KHO ObIJIO YCTAHOBMTb BepXHIOW FpaHHyY BesIMYNHbI pellieHui HepaBeHcTBa 
(18) npu s1060m (ukKcHpoBaHHOM ¢ > O, TO H3 9TOrO HOBOrO OKAasaTeJIbcTBAa 
cleoBas0 Obl HenocpescCTBeHHO pellieHhe KsIaccHyecKoH mpoO/embl appeKTHBU- 
gal B KBaflpaTHuecKHX TIOIAX, APYPHMH CJIOBAMM, BO3MO)KHOCTb ABHOrO 
BbIPAXKCHHA TpaHUlbl [WI BeIMUMHI MCKPHMHHAHTOB O/HOKJIACCHbIX TOJTeH. 
OTUM YcTaHaBnnBaeTcA MIvOOKad CBASb MEMKLY HeapPeKTHBHOCTbIO B Pa3sJIMYHbIX 
Ha repsbili Bsriaj, mpoOsemax Teopun unces. Koneunoctb uncna pellennit 
Hepapeuctsa (18) nosBoNAeT TalOKe e1aTb sak JOUeHMA HO TOBeeHHH pellenHit 
ayireOpanueckuxX ypaBHeHHit BpiclliMx cremenell Cc MHOrHMH TMepeMeHHbIMH. 
JlelicTBUTeJIbHO, Hampumep, 43 ypaBHeHnsl N (xX, @,; +... + Xs w@,) = 1 cnenyer; 
uTO NIpH ycOBHH x, =O ypaBHeHve B eMHMNax Nos K, B KOTOPOM unMca 
@,, M,..., @, OOPasYIOT OasHc KOJIbUaA IeJIbIX YMCELI. STO ypaBHeHnue Oy 7eT 
Bila (17) c GosIbUIMM UnCIIOM UseHOB. Bce Teopembl, MPHBE/eHHbIe B 9TOM Tapa- 
rpadhe, oOsamaror HespPeKTHBHOCTbIO, APYTHMM CJIOBAMH, M3-3a MCIOJIb3OBAHUA 
WBYX pelleHHit COOTBETCTBYIOUIMX aTIMPOKCHMATHBHDIX HepaBeHCTB TIPHHH- 
MMaybHO He B COCTOAHUUM YKasaTb BeJIMYMHbI pani pellleHHM HepaBeHCTB HIM 
ypaBHeHHli u fat TOIbKO rpaHHuily ux uvcsIa. 71 Nepexoxy Tenepb B CJICHy- 
joulux Maparpabax K M3J10XKeHHIO pesYJIbTATOB H MCTO/OB AHAJIMTHYeCKOM TeOPHH 
TPaHCleHeHTHBIX Unces. TloBMAMMOMY, B HacTOAIee BPeMsA TOJIBKO C TOMOLIbHO 
AHAJIUTHUeCKUX MeTOMOB TeOPHH TPaHCLCHAeCHTHbIX UYHCCJI MO)KHO O)KHATb 
obekTHBHOrO pellleHHA anMpOKCHMATHBHLIX HepaBeHcTB JVI asIre6panuecKux 
yHcel, a TEM CaMbIM H o*pPeKTHBHOMO pelleHnA mpoOsem u3 TeOpHH \HOPaHTOBbIx 


ypaBHeHHii u Teopun novel. 
6* 
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§ 4. TpancteHje HTHOCTb sHayeHnii aHasmTHuecKHx dyHKuHH, pxAyb Telisopa 
KOTOPbIX HMeIOT asreOpanueckHe KoopPuUHeHTHl 


Kak yoKe roBpopusiocb B Hauasie § 2, BriepBble JI. SUJIEP nocrapun pay 
BOTIPOCOB 0 TPaHCcleH/eHTHOCTH, APYFHMH CIOBaMH, O HeasIreOpavyHocTH HeKOTO- 
pbx OOmNx KlaccoB uncesl. IIpHmepbl TPaHCLeHACHTHbIX YHCEII ObIJIM NOCTPOeHBbI 
BliepBble OarojlapxA HepaBeunctBy JIUYBUJIJIA (§ 2, Hepapeucrso (1)). Yoe 
MaBuo, 3aflonro Wo padoTe! JIUYBUJIJIA, crosnu Borpocbi 00 apudmeTHueckor 
nmpupose KsaccHyecKHX MOCTOAHHBIX € Hz. Bompoc 06 apudpmetuyeckor Mpupose 
yncna a OblsI Tem Oosee HHTepeceH, UTO OT APHMeTHYeCKOM MpUposALI uica 7 
BZABHCeJIO MOOMKHTeIbHOe HII OTPHUATeIbHOe peleHHe MpoOsMembl KBalpaTypbI 
Kpyra, KoTopoli saHimasacb elle jpeBHerpeyecKkad maTemaTHKa. I]poOsema 
KBallpaTypbl Kpyra, T. e. mpoOsema NOcTpOeHHA C MOMOMWIbIO WMPKYJIA HW JIMHeHKH 
KBajlpata, Mollalb KOTOporo paBHa TIOWaqH 3ayanHoro Kpyra, mosvuana Obl 
OTPHUaTesbHOe pellleHHe B CJIVUAe TPaHCLeHJeHTHOCTH UYCIIa 2, TAK KaK, KaK 
ObIIO MOKAasaHO B MPOUIJIOM CTOeTHH, CTPOMTb C NOMOLIbIO WHPKYJIA MW JIMHeMKU 
MO)KHO TOJIBKO KOPHH HeKOTOPBbIX KJ1accoB asIreOpanyecKux YpaBHeHHii, Koappu- 
IMeHTbI KOTOPbIX JIMHeHHO sayaHbl?. Uncna aw Ue CBASaHbI M@)KAY coooH sHa 
MeHHTOM siisepoBcKoH dopmysioi. Bnepspie BO BTOpOH NOOBHHE MpoLuloro 
Beka B 1873r. LU. IPMUT [18] cBasan apudmeruueckyio MpHposy sHayeHHA 
(PYHKUMH B anreOpanueckoH TouKe c ee aHaJINTHYeCKUM TIOBeeHHemM HU apHdp- 
MeTHYeCKOH Mpuposol ee KooppPuuNeHToB. CBxA3b 9Ta Y IPMUTA jana B OUeHb 
yacTHoH dbopme H BO Bcel MOHOTe Oblia HM elle He Oco3sHaHa. LI. SPMUT nan 
JOKA3aTeIbCTBO TPaHCLWeH/eCHTHOCTH YHca @, OCHOBAHHA HaTYpasIbHbIxX Jora- 
pHdmos. 

JlokasaTembeTBo IPMHTA ocHoBaHo Ha OAHOM TOK AecTBe AA PYHKUWH 


co 
e“. Ilyetb f(x) OyneT s000i MHOroWIeH OTHOCHTeIbHO x, a F (x)= » f(x). 


OueBuHO, uTO F(x) TooKe MHOrOWTeH TOM Ke cTemeHH. Tora ¢ MOMOLIbIO HHTer- 
PHpoBaHHA M0 YaCTAM Herocpe/lCTBEHHO MODKET ObITb MOVUeHO TOK MeECTBO 


x 


(19) F (x) — e F (0) =e* | et f(t) dt. 


0 


EcJIM YMCIO @ YAOBIIETBOPAeT YPaBHeHHIO C LeJIbIMH PallHOHaSIbHbIMH Koop 


UMeCHTAMH a) 4- de + ...+4+ ane" =O (a,~0), To us Halllero ToxKecTBa 
noslarav B HeM 


1 
f(t)= (aeery Pll (eee (p > max [n, | a,|]), 


rye P €CTb IfpocToe UNcs0, MbI HeMocpeACTBeHHO MOTYYaem COOTHOIUeHHe 
n n k . 

(20) do F\0) + > a, F(k) = >» a, e* | et f(t) dt =O [p-5} 
1 0 0 : 


* CyTb wWeslble KpaTHble OCHOBHOrO oTpeska. 
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Ileppoe cnaraemoe B JeBoli uactu 9Toro ToKecTBa, Kak JerKo YCTaHOBHTb, 
€cTb WeO€, PAalMOHAJIbHOe, He jleIAeecA Ha p YHCIO, a BTOPOe cyaraemoe ecTb 
WeO€ YACIO, MeAeecA Ha p, [IpaBasxt »Ke uacTb C POCTOM P CTpPeMUTCA K HYJNO. 
tak, mpv Ju000M p JleBax YacTb TOKMecTBa ecTb We0e OTMMUHOe OT HYIS 
4YHCIO, a MpaBax Tp focTaTOUHO OOJIbUIOM p cTaHeT MeHbIUe eMHHUbI. Mot 
NIpHUIN, TAKMM OOpasoM, K MPOTHBOpeunio, OTKYMa cuesveT, UTO UNCO e He 
MO)KET ObITb KOPHeM asIreOpanyecKoro ypaBHeHHA c WebIMH KoopPuUNeHTaMmH. 
Yepes HeKoTopoe Bpemx nocsie padotp IUL.IPMUTA Bs 1882 r. JIMHJJEMAH 
[7, a), 6)] ucrosbs0Ba ToxKQecTBO SPMUTA fia HoKasaTenbeTBa ooleli Teo- 
PeMbI OTHOCHTeJIBHO NpHposbl sHayeHHi YHKUMH e*, pH areOpanueckux 
SHAYCHUAX APrYMeHTA, HOcsileH ero HMA. IlycTb @,, @,..., w, OYAYT Mpons- 
BOJIbHbIe NOMapHO passIMUHble asireOpanyeckue uncsia,a Ay, Ao,..., As—mpons- 
BOJIbHbIe, OTJIMYHbIC OT HYJIA asIreOpanueckue oKe UNcNa. ‘Tora cOoTHOLIeHHe 


(21) A, e@ + As eMs fees 1 As e%s —() 


HeBO3MO)KHO. M3 oTOM Teopembl cJlefveT cpasy TpaHCLeHAeCHTHOCTb UcsIa 2 
TEM CAMbIM OTPHLaTeIbHOe pellieHve mpoOsembl KBaslpaTypbl Kpyra, TaK Kak 
npelnoNoKeHHe asreOpanyHoctn x MpHBOMHT, ONarofsapsA ToKAecTBY JI.SMJIEPA 
e77! — 1, K COOTHOUWIeHMIO TuNa (21). 


XO AOKasarebTBa ITOK OOULeEM TeOPeMbI TOT dKe CAMBIM, UTO H OKA3AaTesIb- 
cTBa Teopemp! II. IPMUTA, u ormnuaetca OT Hero TOMbKO TEXHHYECKH H YCIIODK- 
HeHvAMH. Tlocne padtot JIPMUTA u JI“H]JLEMAHA nosusica px padot, npu- 
HajwiexKalluX CaMbIM KPYIIHbIM MAaTeMaTHKaM, KOTOpPbIe jlaBasIi pasJIMUHble 

-HOBbI€ JlOKasaTenbcTBa Teopem IPMUTA u JIMHILEMAHA, He mena no 
CYIeCTBY OCHOB MeTosa. M3 9THX padoT A XOUY OTMETHTb padoTY aKkajlemMikKa 
A. A. MAPKOBA [11], Tak Kak B Heli oKasaTenbeTBo Teopembl JIMHTEMAHA 
mpoBefleHO TeXHHYeCKH BeCbMa COBePLI€HHO H OCHOBHaA Ven faHa OUeHb 
BLINYKIIO. ToxnecTBo IPMUTA, nexkaulee B OcHOBe OOMleH Teopembl JIMHJIE- 
MAHA, cneunduuHo JIA YAK e HV JVI Apyrux d@yHKWHH Toro %Ke Tua, 
HalipuMmep, 11a PYHKuUMN BeccesA ananoru4ynoro TOKeCTBa NOCTPOHTb, MOBH- 
MMomy, resb3a. Bosee oOmmMli meTo, nosBonAwlN uccie_oBaTb apHimMeTu- 
YeCKYIO TIPHPOAY sHayeHHi focTaTOUHO WIMpoKoro Kslacca WeIbIX MYHKUMH, 
VMellMxX asreOpanyeckue KooppuuHeHTE! pxAfa Teliopa B HYyJIe HW YOBJIe- 
TBOPAIOIMIMX areOpanyeckum AUpPepeHuvaIbHbIM YpaBHeHHsM C MOJIMHOMHASIb- 
HbIMH KooppuHentTamn, Opi omy6mukoBaH K. SMPEJIEM [4, B)] B 1929—1930 
r. ©. OTOT MeTOA ABIIAeTCH eCTECTBEHHbIM MpofomKeHHem padoT OPMUTA u 
JIUHJLEMAHA. CyulecTBeHHy}0 posIb HrpBeT a HEM OfHa OOIIaA Hjles1 OTHOCH- 
TeIbHO ONpeeIeHHA HYOKHUX rpaHh JIMHeMHbIX (OPM C¢ LeJIbIMH HIM asreOpan- 
yecKHMH Koop@uuHenTamu OT cTemeHeH OMHOrO WIN HeCKOJIbBKUX UnCced, Mmpes- 
cTaBsisiollad cobol passuTue ufen A. TYD B Teopun npvOsMKeHHA anredpan- 
YeCKHX YHMCeJ PallMOHaJIbHbIMM ApPoOAMH. 

JIA BbIACHeHUA OCHOB 9TOFO OOLIero MeTOa A B BeCbMa OOMIMX 4uepTax 
TIPHBeY CXEMY [lOKAa3aTeJIbCTBA ITM MeTOOM TeopembI JIMHZemaHa. [pene 
Bcero A mpuBesyY POPMYIMPOBKU JBYX HeCJIOXKHO OKA3bIBAeCMbIX JIEMM, KOTOpbIe 
MOHAOOATCA HaM HU B /aJIbHeMulem. 

JIEMMA I. Tyctb Ly, Ls, ..., Lm OVAYT IuHeMHbIe opMbI c AecTBHTesIb- 
HIM Koopbuuventamu a;,; i = 1, 2,..., m, k= 1552; «ete 1, OT IT 

- TIEPEMEHHBIX Xi, X2,--+» Xn,» APYTHMH CIOBaMH 
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n 
Ly = > AiypXp, “Mare dopyll =a, 
= 1<i <m 
1<k <n 
rile a@—wuenoe uncno. Torta MOOKHO HaHTH WeJIbIe PalMOHAJIbHbIe X1,..-, Xn 
1x,| =x, 1 =k = 12, B COBOKYNMHOCTh OTJIMYHbIC OT HYJIA HM TaKHe, YTO MpH N 
wesom, N > 1 
m 


loa SN O(a lp2, ene r=2 (aN) ===: 


JloKkaspiBaeTcaA 9Ta JIEMMa BeCbMa MIpocTO c MOMOLIbO NpHHuna Jtupnxuie (cm., 
Hanpumep, A. O. TEJIbPOH JL [3, s1)]). 


JIEMMA II. Ecsm ay, o,..., 4, — 3aflaHHble asireOpanueckne unicsia NOJIA 
K cremenu v, a P(a,, a, ... , 4s) — MOJIMHOM C LeJIbIMH PAL|HOHAJIBHbIMH _KogppH- 
UHMeHTaMH CTeneHH 1, BbICOTa KOTOPOroO, APYFHMH CJIOBAMH, MAKCHMYM MO/JIYJIA 
KoopuuneHToB, OypeT H, To uu P(a,, a,..., a4,;) = 0, uM 


[P (ai, Os," Ot ee 


ryle y He 3aBHcHT HH OT H, HU OT 7. 

OTa JIEMMa ABJIACTCH HeMOcpeCTBEHHbIM OOOOL[eHHem HepaBeHcTBa JIN Y- 
BUJIJIA (1) (cm., Hanpumep, A. O. PEJIBb@OH J] [3, 1))). 

IIycTb Tenepb UNCIIa @,, @.,..., My OOPasYIOT HasHc KOMbIa WeJIbIX YNCeI 
anreOpanueckoro moa K. JlonycTHM Tenepb, U4TO CYLeCTBYeT COOTHOIeHHe 


oO 
22) Ty SS An cay chert oe + HO, | Ai 
k= 0 ky=0 


vaca ral tee A, 


ly 


re pee uncsia Ax,,%,,--+,% OYAYT UeJIbIMH PpalHOHabHbIMH UCaMH, B 
COBOKYMHOCTH OTJIHYUHbIMH OT HYJIA. Ecru MbI JlOKaxKeM HEBOSMOXKHOCTb Takoro 
COOTHOWeHHA, TO OTCHOa OYeT CJIELOBATb, C MOMOLIbIO BeCbMa HE€CJIOXKHbIX 
YHCTO asIreOpanyecKnx coodparxKeHHit, Teopema JIMHJIEMAHA. 

x1 pas00b10 XOj/L AOKASATEIbCTBA HEBOSMO)KHOCTH COOTHOWeHHA (22) Ha 
pA 9TAaMoB. 


Iman nepéoiti. Tleperymepyem q = (p + 1)” uncen 


kyo, 2 KWo ~- cae — Ky@y, 0=k,;=p, P= 1) 2 Sse v, 


B KAKOM-JIHOO MOPHAKE H 3ariHWeM HX BBHe MOCeMOBATEbHOCTH ,, Ag, ... , Ay, 
npHuem nepsple t = (o + 1)? W3 HHX T1YCTb COBMalaloT C COBOKYNHOCTbIO UNce 
kyo, + ky. +...+ kyo, kj = 0, 1,..., 6, i= 1, 2,..., v. Torna coor- 
HouleHHe (22) MoxKeT ObITb MlepenucaHo B dbopme 


q 
(23) Ty= S An e*k =0, Ana aU, oe 7, 


1 


Ak.1 | = A. 


Hetpy HO 3aMeTHTb, UTO YMHO)KAA paBeHcTBO (22) Ha 


Cnt ey, 0 =k; =p—<a, i=1,2,--- 


MIPHBJIMPKEHHE AJIFEBPAMUECKUMX UHCEJI QAI 


Mbl OYeM MOsYUaTb HOBbIe COOTHOWeHHA TMA (23) 


ey = SA, 
1 

ipHyuem, OveBHAHO, IHHeHbIe Popmbl T, oT BeNMUHH e*k OyAYT aMHelHO Hesa- 
BHCHMbI M@KY Cobo. Unci0 ux Oynet (p + 1 — co)’. Utak, us npeznonooxenna 
BePHOCTH COOTHOWeHHA (22) MbI NOYUNIM MHOro JIMHeMHbIX (OPM OT BeHUHH 
e7k , MHeHHO HesaBHCHMbIX Me*KIY coboil. 

Iman emopott. Wyeth N > e?"*4 6yeT ocTaTOUHO Gombluloe We0e UNCAO. 
PaccmoTpim (YHKUMIO 


Akg = A= 3 = (pp | —-agi? 


q : Neen, k 
— ed Am2 ( =< ! Se . 
(24) f (2) P,(2) e ) feet) N! > > Cr nm k! 


[F==1i) pe! 


TlouTH HenocpescTBeHHbIM CesCTBHeM JIeMMbI | ABIAeTCA CYHIeCTBOBaHHe TakUX 
I@JIbIX, B COBOKYMHOCTH OTJIMYHBIX OT HYJIA UNCeT Cz, n,m, |Ck,n,m| < eveNaing, 
Tle Yo He 3aBMcuT HH OT N, HM OT Q, 4TO pasOnKeHHe (PyHKUMH f(z) B Hayane B 
pay Telinopa OyfeT HaunHaTbcs co cTeneHH Zz, He MeHbuleli, vem N(g— 1) + 29. 
Mbl sIerKO Moslyuaem, paccmaTpHBax BbIOpaHHY!O TakHM oOOpasom (PYHKIHIO 


f(z), To 
ee ee 2) oe ON Ny > 0 


npu |z| = 4, rae y, ONATb He 3aBucuT oT g HN. 
Iman mpemutt. Tu@pepenunpysaA dynkunto f(z), Mbl Tosyuaem cucTemy 


mMuelinnrx opm oT e*, k = 1, 2, 3,..., 9, 
q : A a ; 
(25) L,{2) = f(z) == a Uine (z) Cane, os (2) == > > Cree n,k®n 2s ) 
1 n= 1lm= 


rye Bee unesia Cy. n,~ OYAYT UWeJIbIMM PallMOHAJIbHbIMH, NpHYeM M10 MO/YJIIO 
OHH He OyAYT MpeBocxozuTb N3N npn s= Nu N = N,. Tak kak dbyHKuns f (2) 
VimMeeT BHauase HYIb He HMKEe, em MopsAKa N(q—1)-+ 29, To, Kak slerKo 
YOeMMTbCA MOCMeMOBATeIbHbIM uddepeHuMpoBanhemM H MCKJNOYeHHeM TOKasa- 
TCIbHBIX @YHKWMH es, HM Onn Hs MomMHOMoB P,,(z) B Mpescrapenun (24) 
dbynKunn f(z) He MOKeT TOOKeCTBeHHO paBHATbCA HysO. BeneseTBue sToro U 
Toro OOCTOATeIbCTBA, UTO (PYHKUMA, COCTOAMAA H3 CYMMbI IIpOMsBeeHHH MOJI- 
‘HOMOB Ha pasJIMUHble CTeMeHH e4mZ, HUKOra He MOKET ObITb TOKAECTBCHHbIM 


HYJIEM, Mbl MOOKEM YTBEpAaTb, UTO JMHeltHDIe opmb! Ly (2), Ly (z)..., Lgal@) 
JIMHeMHO HE3aBHCHMbI, [IPYTMMH CIOBaMH, YTO [\eTePMHHAaHT 

U9 (2) Arte coer MOE CAnOe O Ug 5 (z) 
(26) EEN oie ae Pe ae cet Ne i 

U,,¢—-1(2) U4, ¢—1(2) 


oe eis be). ®) ee: ieee ees, Ce hey etre! 


= NO (2) 
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He paBeH TOKecTBeEHHO HYHO. Tak Kak CTeneHb 9TOrO AeTepMHHAaHTa OTHOCH- 
TeJIbHO Z He peBbiiuaet Ng, TO, AMeA BHAaYaJIe HYJIb MOPA Ka He HIKE N(q—1)+ 
4 29, OH HH Mp KaKOM 3HayeHHH Z, OTJIMYHOM OT HYJIA1, H€ MO)KET HMCTb HYJIb 
nopanka Bpille N — 2q. 

9man wmeepmout. — Brioupas us N + 1 suueltuprx pop L,(z), Ly(2z),.--, 
Ly(2) npousBosIbHbIM OOpasom g PPOpM C HHACKCAMH Sj, Sy, ..- , Sy PaccMaTpuBax 
eTepMHHAHTbI TAKHX cucTemM A(z, Si, Se,..., Sg), Mbl MOKEM YTBeP)KaTb, TO 
XOTA Obl ONMH U3 9TUX eTepMHHAaHTOB He Oy leT HYIeM pH Z = 1. B npoTHBHOM 
cyyae A(z) B TOUKe Z = | Med Obl HYIb NOpAKa He HWKE N — 9g, YTO HEBO3- 
MooKHO. TIpHHumax BO BHHMaHHe paHee MpHBeeHHY!O OLeHKY KooPpPuUNeHTOB 
(opm L,(z) npn s = N, ouenky (24) 1 MeHAA HYMepallHio HallMx (opm, Mbl 
MO)KeEM TEMepb YTBEPIK/laTb CYILECTBOBAHHe CHCTeMbI gq JIMHeMHbIX (OPM OT q 
BesIMUHH e4k, k = 1, 2,..., 9, MeETePMHHAHT KOTOPbIX He PaBeH HYJIHO H TaKHX, YTO 


q v 
L; a > Ne Ciks og) &, ICizs|< NNT Li ew ee ’ 


— 
S=1 \k=1 


rye Bee C;,,— Wesble palWOHasIbHble HU y, He 3aBucHT oT g H N. Becnomunas, 
uTO MbI pacriosiaraem r = (p -+ 1 —o)” nunetino HesaBHcHMbIMH PopmamiH 7), . . ., 
T, OT TeX >Ke BEJIMUHH e4k, Mbl MOXKEM BbIOPATb, OUeBHAHO, U3 g tpopm L g —r 
(opm, OOpasyrolwyHx BmecTe c fr (bopMamu T cHcTemy JIHHeHHO HesaBHCHMbIxX 
(opm. BBHAY BO3MO>KHOCTH H3MeHeHHA HYMepallHi (opm L MbI MODKEM CUHTATh, 


uTo opmpl Ly, L,,..., Lg+, Ti,..., T, mMHeHHO HesaBucuMbl. JleTepmni- 
HaHT 9TOH cucTembI (opm D -£ O OyjeT HMeTb BUI 
By By» iy Aa By q 
B Pr CIC. B = v 
q-r1 q-T,q ~' 
= Roe ey. 
D AGG Asi : Ag, ’ i,s = Cix,s k 
A., As, Agr 


Iman namoui. —Itrot ormuunpiit OT HYIA jeTepmMHHaHT D MopKeT ObITb 
OWeHeH 10 MOJO CHH3Y OsIarofapxA lemme II u oueHKam BesMuHH A uC Hu 
CBepxy, Tak KaK HaM H3BeCTHbI OWCHKH MOYJIeH BeMUHH dopm L. ITH oueHKH 
Ham /laloT HepaBeHcrTsa : 


e—Po—40(G—) N In N Atr< | D | =a [e—% (q—3) N InN ae we e144 (q—r) NInN A’, (C) 


re O, HW O, 3aBUCAT TOJIbKO OT q, a Y) HE SABHCHT HU OT g, HH oT N. Tak Kak 


ov 


g—r =(p+1)”— (p+1—oy < at g, TO MOOKHO BbIOPaTb p cTONb OoNbLINM, 


YTOObI ObIIO BepHO HepaBeHcTBO 8»(q—r) < y, (q—3). BlOpas, Takum oOpasom, 
p M nosaraa T, = 0 (Halle OcHOBHOe NpenoOKeHHe), MbI IPH ocTaTOUHO 
OosIbuoM N, KOTOPOe MOKHO HeorpannueHHO YBeJIMYHBATb, NpHlem K TpoTHBO- 
peunlo, Tak Kak TipaBasl yacTb HepaBercTBa (C) cTaHeT MeHbLIe NeBoll. ITUM 
Teopema JIMHJLEMAHA jlokasana. Hepapencrso (C) nosBosiseT He TObKO 
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HOKASATb ITY, TOCIEMHIOWN, TEOPpeMY, HO H YCTAHOBUTb HYDKHIOW rpaHHy (popMbI 
(22) B saBucumocTH oT ee BEICOTE! A u crenenic. K BOMpOocy 0 TaKHX HH)KHUX 
rpaHulax Mbl BepHemcs Moke. 


PaccmaTpHBax 9TaMbl, Ha KOTOpble pasOvTO jOKasaTesbCTBO TeEOPeMbI 
JIMAHJIEMAHA, mooKHo ckasaTb cnepyiomlee. Mepspilt oran saksiouaercsa B 
TOM, 4TO H3 OAHOFO asireOpanyeckoro COOTHOWeHHA ¢C WeJIbIMM Koop punnertamu 


UIA crenenel e*, e,... , ev MomyuaeTCA MHOFO COOTHOLIeHHH, TOKE C ILeJIbIMH 
1 


Koop puunentamu. Mpl nostyuaem 3/ecb, TaKHM OOpasom, He MeHee, uem g — avg 9 
JIMHeHHO HesaBicHMbIx opm OT g uNce ek, BbICOTa KOTOPHIX uKcupoBaHa. 
Tal BTOpo saksioYaeTcA B TocTpoeHHH YHKIHH, CKOHCTPYHpOBaHHOH 3 
@YHKUMA, NOpoKAawllMx npn z= | Hallin uncna ek, KOTOpaA, UMeA OTHOCH- 
TEJIbHO MaJIbIe WesIbIe KOoPPUIMeHTHI U3 Nossa K, Masia Kak asireOpanuecku, Tak 
Kak e€ TeJIOPOBO pa3sIOKKeHHe HauMHaeTCA C BbICOKOM cTeneHH z, Tak M 10 
MO/IYJIKO Ha KOHEYHOM PacCTOAHHM OT Hayasla. Ita PYHKUMA CAYXKUT OCHOBOM 
JIA MOCTpOeCHHA CHCTeMbl JIMHEMHO He3aBMCHMbIX (PYHKUHOHAJIbHbIX opm. 
ITan TpeTvi cocTOUT B MOcTpoeHHH cHcTembI MYHKUMOHASIbHbIX JIMHeMHEIX 
(opm, MIpHuem TO OOCTOATENbCTBO, UTO MOCTPOeHHas Ham PYHKUMA Masia asreo- 
PanvyecKH, CIIYKUT OCHOBAHHeM JUIA MPpHCYTCTBHA B 9THX POopMax Bcex cTeneHeli 
e+ VW TEM CAMbIM JIA JIMHeMHOM HesaBucuMocTH g, NoApA uavulnx. Jerepmu- 
HaHT 9TOM CHCTeEMbI HE MODKET JleIMTbCA Ha z— 1 B creneHu N — g 10 To Ke 
mpHunne. CambiIM CYIUJ€CTBCHHbIM OOCTOATEJIbCTBOM TIPH 9TOM ABJIAeTCA TO, UTO 
np Au@depeHynpoBanuu vTHX POpM MbI NoOMVvuaem cHOBa (OpMbI OT TeX Ke 
@YHKUMWA nompeyxkHemy c asireOpanyeckumu KOoPPUUNeHTaMH. ITO ABIIAeTCA 
CJI€/ICTBHEM TOrO, YTO OCHOBHbIe HalllM (PYHKUMU YOBETBOPAWT cucTeme asireo- 
panuecKuxX ypaBHeHHii c MONMHOMHAasIbHbIMH Koop PuuUMeHTamu, Koop PuUHeHTHI 
KOTOPbIX B CBOIO OUepesb — asiIreOpanyeckne uncna. Kora mbl Wmeem jles10 Cc 
(YHKUMAMH, 9THM MocuesqHUM cBOlcTBOM He OOsIAaalOUIMMH, TO H3J10xKeHHDIM 
MeTOA MO CYIlecTBY HeMpHMeHMM, H sajflaya UcceloBaHuA apudmeTuueckoit 
TIpHposbl UX sHaveHHid cTaHOBUTCA HeH3mMepumo Goslee TpyMHOM. Qrar veTBepTbIi 
COCTOHT B BbIOOpe U3 NMosyueHHEIX N (YHKUHOHAIbHbIX OPM, g YHCIIOBbIX 
JIMHeHHO HesaBHcHMbIx PopM, MosYuawllNxcA W3 PYHKUMOHAJIbHIX MPH Zz = 1. 
KomOunupya 9TH dbopmb! c pakee MMeBLIMMHCA, MBI TOJIY4aeM ONATb gq UCIIOBbIX 


1 
jae 


TMHeliHO HesaBicuMbIx PopM, 3 KOTOPbIX He MeHee J—avg ”, T. &. OCHOB- 
Has Macca, 110 MOMYJIKO paBHbl WYO VW HMe1OT (PUKCMpoOBaHHble Koop PHUMeHTHI. 
Matpili, uv nocenHuit, stan sakso"aeTCA B OLeHKe eTepMHHaHTa 9TOM KOMOHHH- 
POBaHHOHM cucTeMbI (POpM Kak CBEpXY, Tak HM CHH3Y, YTO Tipu OcTaTOUHO OosJIbLINX 
3HaueHUAX Napametpos g 4 N nmpHBosuT K MpoTHBOpeyHW. ITOT MeTON, rpaHHbl 
IIPHMeHUMOCTH KOTOPOrO YoKE OCTATOUHO BHAI, NOSBOIIII K. Sure loKa3aTb 
PA Teopem TpaHcleHAeHTHOCTH. 1 cbopmMysIMpy!0 HEKOTOPbIe W3 HX. 


Ilvctb &, a,..., G, OVAYT anreOpanyecKHMM YHCaMH, MptveM NYCTb 
£ He paBHO HYJIW, a YMCA a), Ag,..., Gy OVAYT PasIINYHb! MOKY codoi. IlycTb 
Take P,(x, y),..+, Pa(x, y) OYAYT TosMHOMbI c anreOpanueckumn Koop pHun- 


eCHTaMH, B COBOKYMHOCTH He PaBHBbie HYJIWO TOOKECTBeEHHO. Torna 
Pe (TCs); ly S Ct +P, [Ty (8), ty (Ee F 9, 


rile J, (x) — xopoulo usBectHasz pyHkunA Beccess. B coyyae, Korfa JiepanA YacTb 
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COCTOUT H3 OHOrO NosMHOMa P{x, y), & ecTb asireOpanyeckoe YHCIO CTeNeHH Mm, 
a BbICOTa H cTeneHb nosMHOMa P(x, v) cyTb H Hp, TO WMeeT MeCTO HepaBeHCTBO 


(27) Wea OC Re rash! ms fevel 


OcHosHoll Kylace (PYHKUM, K KOTOPbIM TIPHMeHHM ero MeTOM, MOKET ObITb OrlcaH 
n 


cO 
CHIE AYIOWIUM OOpasom : PYHKUNA Y = > = = MpHHasWIexKUT K TOMY KJIaccy, 

n=0 n % 
ecmu: 1. Bee uncsa a, CYTb wesble unca ofHoro H Toro .%Ke TOA K, 
mIpHueM MO/IYIH Kak CaMHX U4HCe Ay, TAK H BCeX MX COMPAKeHHbIX PacTYT 
MejieHHee s1000l CKOJIb YroqHO Maso cTeneHH m!, 2. Bce 3HamMeHaTeJIN 0b, 
CYTb esIbie pallMOHaJIbHble, mpwuem OOUlee HAaHMeHbLIUIee KpaTHOe TepBbIxX 1 
3HaMeHaTesleli pacTeT MejIIeHHee JO00H CKOJIb YrOMHO MaJION cTeneHH 11!, 3. PYHK- 
wun Y = Y(z) fomKHa YAOBJIETBOPATh JIMHEMHOMY AM*ppepeHyHasIbHOMY ypaB- 
HeHHW) C MOJMHOMHAIbHbIMH KOopPuUHeHTaMH, HMeIOWIMMH B CBO OUepellb 
asireOpanyeckue uncoBble Koop puunenthl. Takue (yHKIHH HasbiBaroTcnA E- 
dyakunAMH. Ecnn E-pyakunA yoBsleTBopxeT MHeHHOomyY AnddepeHuasIbHOMY 
ypaBHeHH0 CTeMeHH S, TO BeCb XOJ paccYKAeHHH B /OKaSATeJIbCTBe TeOPeMBbI 
JIvHfiemaHa K Hel MpvMeHHM, BOOOLIe TOoBOpA, mpHyem podb (YHKUHH e 7k? 
OvAYT urpaTb dyHKunH y=, (y’)*,..., (yS—D) ks. 

UncTo KauecTBeHHble (akTbl TPAaHCHeH/[EHTHOCTH Uca a WH asmredpaH- 
yuecKOH He€3ABHCHMOCTH B T0JI€ pal|MOHAJIbHbIX UNCEs CHCTeMbI UMCeI A,, G,..., 
as, TIOSYYAWOT KOJINUECTBEHHYWO XAPAKTEPHCTHKY, eCJIH MbI BBeEM B paccmoT-, 
peHHe Tak HasbIBaeMYIO Mepy TpaHClleHeHTHOCTH uNcNa a HH, Gonee oOuIe, 
MepY B3aMMHOM TpaHCleHeCHTHOCTH CHCTeMbI YHCe ay, G,..., 45. Mepoit 
B3AUMHOM TpaHCLeHCHTHOCTH CHCTeMbI UHCI ay, Gy,... ,@5 Mbl OY1EM HasbiBaTb 
(PYHKWH10 
(28) D(H, My, Nayaasy Mes A, Gays oye) == IN ag, eee 
rie P (X,, Xa, ..., Xs) ECT MOJINHOM C LeJIbIMH PallHOHAJIbHbIMH KooppuuneHTamH; 
BbICOTa ero He TipeBbillaet H, creme€HH ero M0 Xj, Xy,..., Xs He MpeBbllllawrT 
My, Ny, ..., Ns, @ MAHHMYM B TIpaBol yacTH B3AT MO BCeM MOJHHOMaM, Y/OB1eT- 
BOPAIOIUMM 9THM YcsIOBUAM. Mora YOOHO paccMaTpHBaTb CcTenMeHb MOMHOMAa 
P(X1, Xo, «+, Xs) M0 COBOKYMHOCTH MepeMeHHbIX X,, X,,..., Xs. OGosHauasn gTY 
cTeneHb Yepe3 nN, Mbl OYeM SaITHCbIBaTb Tora Hally MepyY TpaHCcleHeHTHOCTH B 
Bile P (H, n, ay,..., as). OCHOBHbIe HepaBeHCTBA, KOTOPbIM Bcersla YMOBJIETBOPAeT 
Mepa TpaHCleHAeHTHOCTH, OYIYT cesyIoOUne : 


aa 
(29) (HH, nies; Hey Gy Oa ay OG, ee exD [2 Sn}. H-e(™ +))...@, +1) +1 
iG: 
WH, anasloruyuHo, 
T(in+s)! | 


(30) (A, a, ....0)= en sia 
rae A > O ue saBncnt oT BbicoTb! H nu crenenelt Ny,...,M, WIM N, a tT paBHo |, 


bd 


Vv | 
€CJIH BC€ WACIAa a,,4,,..., as JICHCTBHUTeJIbHbI, STE ecJIH XOTA Obl OHO U3 HUX 
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ol 


KOMIIIeKCHOe uncO. JlOKasbiBaloTcA 9TH HepaBeHcTBa HemocpescTBeHHO c 
NOMOWbIO Jemmbl 1 (npHHuMn JJMPUXJIE). 

Ha moBefeHui Mepbl TpaHcleHeHTHOCTH OCHOBaHbI pasJIMUHble KaccH. 
(UKAUNH TPaHCIeHMeHTHBIX UNcesl, Kak Hanplimep, KNlaccnpukanuaA Ji. JI- 
MOPJLYXAS—BOJITOBCKOPO unu K. MAJIEPA. A He Oy/IyY ocTaHaBau- 
BaTbCA Ha 9THX KlaccnukaluAX BBHAY HX HeLocTaTOUHON opeKTHBHOCTH HIM 
OTCYTCTBUA peasIbHbIX KPHTepHeB NpHHAaWIeKHOCTH UCeN K TOMY WIN HHOMY 
Kylaccy. $1 MIpMBely 3ilecb TOUbKO ompeenenue unena JIuveusaA. Uncno a 
HasbiBaeTCA YNCIOM JIMYBHJIIA, eCIM OHO HeareOpanyeckoe u 


lim In®(H,1; a) 
(31) F< So ead 1? ha 


ViccnenopanHvem TMOBeeHHA Mepbl TPaHCLeHeHTHOCTH 3aHHMasINCcb BecbMa 
MHOrHe MaTeMaTHKH, B uacTHocTH, JI. JI. MOPZYXAM—BOJITOBCKOM 
[12, a), 6)], KoTOpbIii BHepBble as OLHKY MepbI TpaHcleHseHTHOcTH D (H,n; In a) 
eerie, 22) 0.., ev), Ke SHI Esib, K: MAJIEP, A. O. TEJIB®OHI, 
H. MW. PEJIBJIMAH wu muorue pApyrue. 51 npuBeny 3fecb TONbKO HeKOTOpbIe 
HaHOoslee TOUHbIE CYILECTBYIOWIMe Pe3YJIbTATLI OTHOCHTEIbHO HWKHEM rpaHnHibl 
Mepbl TpaHcleHseHTHOCTH. K. MAJIEP [10, 6)] foKasan, uTO ec m4, &,..., Gs 
— ayireOpanyeckne uncsia HW JIMHeHHO He3aBHCHMbI B Mose PaWWMOHAJIbHbIX UNCed, 
TO HMeeT MeCTO HepaBeHCTBO 


(32) ® (H, erie MeNeG, See ets ) Ss H—An, : Tg, 


rye A He saBucuT oT H, n,,°-- , Ms. MM Ke ObIJIN aHbI Oosee TOUHbIe HepaBeHCTBa 


Co n? In (n+1) 


(33) O(H,n;e)>H” mH ; O(H,n;Ina)>H °,H>H(c), 


re c, — aOcosIOTHaA MOCTOAHHAA, @— 4UNCIO asIreOpanyeckoe, ac > 1. ITH Noces- 
He HepaBeHCTBa M0 CYIeCTBY NOJIYYeHbI [WIA 1 PUKCHpoOBaHHOro MH pacTyulero H. 
Mertoy, MosIvueHHAA 9THX BCeX HepaBeHCTB JIA Mepbl ABJIACTCH KOJIMYCCTBEHHbIM 
odopmsienvem vupeh IPMUATA—S3UEEJIA. Coorsetcrsyoulad oleHKa Mepbl 
WIA sHayenui dbynKuni Beccesat B anreOpanueckux TouKaX OblJia MpHBejena 
paHee (HepaBeHcTBo (27)). HepaBencrTBa AIA Mepbl TpaHCLeHAeHTHOCTH UMCIa z, 
3HaUHTesIbHO Gosee TOUHOe, Kora n pacreT BMecTe c H, vem HepaBeHcTBO (33), 
ObIJIO MOJIVUeHO CPaBHUTesIbHO HesaBHO mouM YueHHKom H. WM. PEJIBIIMAHOM. 
Merojl ero mosIvUeHHA CYUIECTBEHHO OTJIMYEH OT METOJOB, H3J10)KCHHbIX B HacTO- 
allem naparpade, 1 o Hem OyseT HATH peub B § 5. H. HW. PEJIBJIMAH [16, a)} 
YCTaHOBHJI HepaBeHcTBa 


(34) ®(H,n; 2) > e-v"N; N = max [In H- In In H, n In? n} 
MW pu a anreOpanueckom a+ 0, |, 
(35) ®(H,n; Ina) > e-ve Grin N | N= max [In -InIn dH, nin’ n], 


re y, > 0 —aOcosTHaA MOcTOAHHaA, a y SABUCHT TOJIBKO OT @ Hi Ina. Ipu 
n > InIn H nepasenctsa (34) u (35) cyilecTBeHHO TOUHEe BCeX paHee CyIIlecTBO- 
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BABLUHX H 3HAUTeNIbHO ONMDKe NOLXOAAT K eCTeCTBeEHHOM rpaHHe cBepXy jLIA 
Mepbl TpaHCLleH/eHTHOCTH, JaBaemoli HepaBeHcTBamH (29) 1 (30). CyiecTBeHHbIM 
TIpeHMYLecTBOM HepaBercTB (34) 4 (35) epey, panee HMEBLUMMHCA ABJIACTCH TO, 
UTO OHH BepHbl pH JOObIX 1 HH. 


§ 5. Apudmernueckne cBolicTBa MHO)KeCTBAa 3HayeHHit anasMTHyecKoH PYHKINH 
pH aprymeHte, mpoderarulem TOUKH asireOpanyeckoro TMOJIA, H TIpOOJIEMbI 


TPaHCLleHeCHTHOCTH 


Mexy poctom weslol duanutuyeckoli pyHKYHH HM apiipMeTHuecKol mpn- 
popoit ee sHayeHHii mp apryMeHTe, MpHHHMarolllemM 3HayeHHA M3 WanHoro asired- 
panyeckoro MOI, CYIUecTBYeT BeCbMa CYIIeCTBeHHad CBxA3b. EcsIM MbI TIpes- 
NMOJIOKHM, YTO 3HayueHHA PYHKUMM TakoKe MpPHHaexKaT MpH 9TOM K KAaKOMY- 
HHOYAb onpeeseHHOMy asIreOpanuecKoMy T1OJIKO, MpHYeM BCe COMPsADKeHHbIC 
KayKlOro SHAYEHHA B €TOM Tose He OY/YT CJIMLIKOM ObICTPO pacTH, TO 9TO Cpa3y 
Hak JlajbIBaeT OrpaHnueHne Ha POcT PYAHKUMH CHH3Y ; APYFHMM CJIOBaMH, OH He 
MO)KET ObITb CIMUWIKOM MasI. ITO OOcCTOATeJIbCTBO H ero aHaJIO“H JWI Mepomoptp- 
HbIX (YHKUMH MOryYT ObITb C YCIIEXOM HCMOJIb30BaHbI [WIA pelleHiA mpodsem 
TpaHclleHeHTHOCTH. IlepBoii Teopemoii, OTHOCALIelicA K CBA3H, M@XKY pocTomM 
M apndmetukKol sHauennit dpyHkunu, Obiia Teopema I. [10H [13]. Ou foKasan, 
UTO eCIIM Welad abanuTWyecKad (PYHKUNA MpHHHMaeT WesIble 3HAaYeHHA NpH 
I[esIbIX PALIMOHAJIbHBIX HM TMOJIOMKHTCJIBHbIX 3HAYCHHAX APrYMeHTa, Aa pocT ee 
orpaHvuen HepaBencrTson | f(z) | <c24!, a <1, To oa OJDKHAa ObITb MOIMHOMOM. 


Ha jambHeiluux padoTax B 9TOM MaHpaBJieHHH, pA U3 KOTOPbIxX 
MpHHaIeKHT HU ABTOPY ITOH cTaTbH, A He OY/Y OCTaHaBINBaTbeA, TAK KaK 9TH 
BOMpOcbl HeMocpe/CTBeHHO He BXOAT B TeMY cTaTbH. BniepBble CBA38b M@KY 
POcTOM H apHq@meTHYueCKMMH CBOHCTBAaMH aHaJINTHYeCKHX PYHKUNH Oplia Ucnosb- 
30BaHa JIA pellleHHs MpOOJIeM TPaHCIleHCHTHOCTH aBTOPOM 9TOM cTaTbH [3, m)]. 

IIpoOslema TpaHcleHeHTHOCTH HIM palMOHasIbHOocTH sHayeHHi Norapud- 
MOB PallHOHaJIbHbIX UNCeJI MPH palWOHaJIbHOM Ke OCHOBAHHH, BbICKasaHHan 
JI. SMJIEPOM B 1748r. Opis1a cpopmyuposana J. CHJIbBEPTOM B sHaunTenbHo 
Ooslee Obie topmMe H BBeeHa HM B UMcIO 23 MpobseM, MO HOMepoM cemb, 
K KOTOPbIM He BHAHO ObIJIO MOAXOa B CAaMOM KOHWe ]eBATHAaMWaTOrO Beka. 
JI. VUJIBBEPT spickasas npesnoorKeHHe C TPaHCLeEHeCHTHOCTH HIM pallHoHasib- 
HocTH sorapHmMoB asreOpanyecKux uncesl Tp asreOpanyeckom OCHOBaHHH, 
YTO SKBUBAJICHTHO MpeNOOKeHHIO TpaHCleHAeHTHOCTH Uncen Bua a, a ~ 0,1 
Mp aysireOpanueckom a H asireOpanuecKomM HM HppalwonasbHom Bp. 


B 1929 r. [3, a), 6)] mHo1o ObiII0 FaHO YacTHUHOe pellenHe mpodsembl 


Siinepa-lusEGepta. A oKasas npn aanredpanueck om, YTO UHCI » ai VP, ase.003 
p > 0, re p—lesoe palnouaJIbHOe , Oy eT BCer la UNCJIOM TpaHcleHeHTHbIM. JA 
BbIACHCHMA MCTONA LOKAZATCIbCTBA 1 BKPaTHe MpOBeLY OKaAsaTeJIbCTBO TpaHc- 
WeHeHTHOcTH (— 1) ‘=e. Tlepesymepyem Bce TOUKH KOJIbIa WeIbIX UnCeN 
rayccoBa NOJIA, [PYFHMH COBaMH, YMCA MN -+- mi, IPH NW mM WesbIX pauMoHasb~ 
HbIX. Hymepat{uto Oy em NpOvsBOAMTb B MOpsAKe pocta mojysielt WesbIX KOM- 
MJI€KCHBIX YMCEI, a B CIV UAC OMHAKOBHIX MOJYJIel B NOpAKe pocta apryMeHTOB 
UX. Tora Mbl MODKEM 3aMMcaTb MHODKECTBO LeJIbIX KOMIMUIEKCHBIX UHcesl B BHe 
MOCIIEMOBATCJIBHOCTH 2% =O, %, 2,... PasnooKHM Wey aHasuTMuecKky1o 
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@YHKUMIO e%* B HHTepnoNAHoOuHbIlt pa HbtoTowa c yalamu uWHTepnosAunn 
20> 21y+++ Zn)... Tora bl Oyem UMeTb, Kak XOpolllo HsBeCTHO, pa3s1o7KeHHe 


cO 
em — oe An (Z— 2) °° (2Z— 2n_1), 


1 er dé “ (Sed 
| ae ee 
Pee ea oe 


k=0 


(36) 


UpesspuaiHo serkoO jOKasbiBaeTCA, UTO BBHAY MasIOrO, CpaBHUTesIbHO, 
pocta Halle PYAKIWMH H OTHOCHTEJIbHO OOJIbUIOM MOTHOCTH Y3J10B HHTepnosIAWMH 
px Hbtorona mpu Ju000M 2 cxomuTes K 9TOM dyHKuMH. Paccmorpum Tenepb 
oomjee HAMMeHbLUIee KpaTHOe LeJIbIX KOMIUJICKCHBIX Uncen tee (2e—— mG) oe 
++ (%—2n), k =0,1,...,n. BocnonbsopaBlinch BecbMa TIpocTBIMH coooparKe- 
HHAMM U3 TeOpuN pacmpeleneHHA mpocTerx uncen Busa4dn+ 1 u 4n-+ 3, mpl 
JICMKO MO)KEM YCTAHOBHTb, YTO 9TO OOLee HaMMeHblIee KpaTHoe 2, yyoBsIe- 
TBOPAeT YCJIOBHA 


er | 


=e 
ts 


(37) Kes, — egnian+ Om Were t= On) 


B cuuy Toro, uTo 2, ecTb oOillee HavmeHblilee KpaTHoe ulcesl f,,, Mbl MODKeM 
YTBep)KMaTb, 4TO Bce uCIIa C,,, OYAYT LWeJIbIMH KOMIVJICKCHbIMH uncamH. JJasee, 


Pobetcot ee ee pe et isl) — pti <= 2 Vk, MbI BAM, uTO 2, A, OvpeT 
MHOrOWJIeEHOM C IeJIbIMH KOMIVICKCHbIMH KOoPUNHEHTAMH OTHOCHTeIbHO e7 
cTeneHn He pple 2 Vk. []peanos0>KuB asIreOpanyuHoctb e* VY BOCTIOIb3OBaBLUIMCb 
OWeHKO (37) 1 emmoli II § 4, mbl Herlocpej{cTBeHHO MosIvuaem, 4TO MIM A, = 0, 
YIM 


(38) | Qn An| > e7o™. 


C ppyroi cropoubl, paccmaTpuBasA uHTerpasibHoe mpescraBsenue A, (36) u 
OepxA B KayecTBe KOHTYpa C OKPYoKHOCTb |¢| = nN, MbI HeMOcpe/CTBeEHHO MOJIY- 
yaeM OLeCHKY 


(39) | 2, An| is e-gnian + Om, 


IIpu focraTouno GosbuIOM Nn oueHKH (38) HM (39) craHoBATCA MpoTHBopeynBbl, 
oTkyja cielyer, uTo A, = Onpu n> ny. Ho B npaBoli vactu passioxKeHHns (36) 
6yjeT TOr1a CTOATh MHOroOWIeH, a B JIeBol — lesan TpaHclleH/eHTHaA (YHKUNA 
e@, VWTak, U3 MpesnouoKeHHA asireOpaMyHocTH e* cileveT, YTO e”* MoJDKHAa 
ObITb MHOroueHom. OTctoa HW CulelyeT TPaHCLeHeCHTHOCTb e”. 

P. O. KY3bMHH [5, a)] mepertec sTOT MeTOM MOKasaTeJIbCTBA TpaHcleH- 
MeHTHOCTH UNCe C HeOOJIbIIMMH VM3MeHeHHAMH Ha cilyya JeMCTBHTCJIbHbIX 
nokasatenel u oKasasl, uTo Mp anreOpanyeckOM He PaBHOM CAMHMILe WIM HYJIIO 


a uucno aVP , Tile p > O ese palvonasbHoe HM He paBHO KBajpaTy Wesoro 


in | Ps, ‘D 
yvicula, Oy {eT UMCJIOM TpaHcleHeHTHbIM. B yacTHOCTH, 9TO OTHOCHTCA K UHCI BVO: 
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K. SHUPEJIb [4, r)] ucnosb30Bas1 9TOT METO)L WIA MOKa3zaTeJIbCTBa TpaHc- 
LEHJCHTHOCTH XOTH Obl O/HOrO NepHosa sIMHTHYeCKOH PYHKUHH p(Z), 


(40) LD’ (2) P= 4 pe oa ee 


ecJIH ee HHBapHaHTbl gy Hg, — asreOpanyueckne uncuia. JA noKasatTenen 6 anre6- 
panuecknx, HO cTeneHh Bbilue Bropoh, K. BOJIE[1] ycranosua, yTo no Kpalinelti 


Mepe OHO 43 uHcest a, ab’, vos ab : rie a 0,1 anreOpanueckoe, a f — KopeHb 
HeMpHBOMMOrO YpaBHeHHA C WeJIbIMH Koop PHUHeHTaMH CTeMmeHH v, OY ET UMCIIOM 
TPAaHCHeHeHTHbIM. JLOKasaTeJIbCTBO 9TOFO TIpeWIOKeHHA OblJIO MpoBeseHo Tem 
)Ke METO/JIOM, UTO HB CJIVYae KBaslpaTHYHOH UppallHoHasIbHOcTH. Kak BHHO H3 
9ToH mocnemHel padotpl, MoM meTo 1929 r. ObIs1 HeocTaTOUeH JIA NoHOrO 
pelleHua mpodsempl OM JJEPA—I-VJIbBEPTA. TlomHoe peulenne stoii mo6nembI 
ObIJIO MHOW (aHo jijpyruM MeTOsIOM B 1934r. [3, 1)]. B 9T0M HOBOM MeToOsle NPEXxKHAA 
MHTepMOALMOHHAA WjleA Oplia onosHeHa Hee aHaNUTHKO-apndmeTHyecKoro 
MmposowKeHHA. J|yIA BbIACHeHHA OCHOBHBIX 9JIEMeCHTOB 9TOFO MeTO/a A TIpHBesly 
CXeMY ]lOKasaTeJIbCTBA TPAHCLEHJCHTHOCTH OTHOWIeHHA orapHqMoB jIBYX 
asireOpanyecKux YNcesl, Kora 9TO OTHOLIEHHE HppallHoHabHo. 1 pasoOb1o 9TO 
jlokasaTesIbcTBO Ha pxyl gTanoB. IlycTb a u f OyAYT anreOpanyecKHMH UnCsIaMH 


b 
a = Ina, b = In By = —M NorapudMb! nycTb GyAYT NpOHSBOSIbHbIMH, HO Ompese- 
a 


JICHHbIMH JiorapHdmMamu unces a uP. Ilyctb TakxKe Weroe uncn0 N > O Oynet 
HeorpaHHyeHHo BeMKO. []peaAnoOKHM TakyKe, YTO 7/-asIreOpanyeckoe Hppauno- 
HaJIbHOe YHCJIO. 

N2 
In NInInN 


OVAYT CYIIECTBOBATh TAK)KE LWeJIbIC PAalNOHAJIbHbIe, B COBOKYMHOCTH OTJINUHbIE OT 
HYNA uncna Cp,i, |C,1| < e?**, uTo dyukuns f(z), f (z)=/=0, 


Iman nepevii. — TlonoKuM ry = » 1, =[In*InN]- Torga 


N N N N 
(41) fQ) = SS Cet Be ES Cees 
bed iael “10 tannice Oe 
Oy eT MMeTb B TOUKAX O, 1, 2,..., fy HYJIN KpaTHocTH r,; APYrHMU COBaMH, UTO 
o N N . 
(42) f° O=C S SGi(kt gia pt=0 (Ostar,, 0 =s ar). 


0 0 


Tak Kak a, 6 Wy — anreOpanyeckne uncsa, TO 9TO YTBepKIeEHHe MO)KET ObITD 
AKO LOKABAHO C NOMOUIbIO JIemM Iu IT § 4. 


Iman 6mopot, — Brarojapa Gosbliomy KosMuecTBY HYyseli y f(z) u HATer- 
PaJIbHOMY T1pesicTaBsJIeHHIO 


‘ s! d¢é 
43) f° hres | pea 
( ) . (Qi)? | (¢—t§ +1 , 
(€; 


1 2 


(C1) a0 (C—ar,) fet? fiz) dz 


z(z— 1)... (z—r,) Pare 


? 
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oh me per eres | = N°, a C, — okpyoxuoctb |z! = n, mbl serko nony- 
ip a = 
(44) Oe t= (VN) 1,55 


2 


In N 


M3 9THX OWeHOK, OMNATb C NOMOLILbIO JIEMMbI II, cnefyet, Tak Kak a, Bu 7 anreb- 
piyeckue, uTo 


(45) yo it) s=05 ea) lente OS yer 


oe 


Iman mpemuit. — BocnosbsyemMcA CHOBA WHTerpasIbHbiIM MpescraBseHvem 
(43), B KOTOPOM MbI MODKEM SaMeHHTb ry Ha r, Hr, Ha rs, TaK Kak (YHKUMA Halla 
MMEeT Tenepb OobUe HYIeH M BbINOJIHAHOTCA YcOBHA (45). OueHHBas ¢ MOMOLIbIO 
3TOrO HOBOrO MHTerpabHoro mpecrapsienus f(t), Mbl Movuaem, YTO BepHbI 
HepaBeHcTBa 


(46) 1f(0)| <e 3X (0 <s =5N2). 


VWs 9Tux nocneyqHHux H€paBeHCTB, ONATb C TIOMOLIbHO JICEMMbI i? CIEYeT, UTO 


N N 
(47) as fO(= ¥ YS Car(k +08 =0 (0 =s =5N2). 


7) 0 


Iman wemeepmott. Tak Kak unces C;,1 Bcero (N + 1)?, To, paccmaTpuBasn 
nepsppie (NV + 1)? papencts (47), mbI nosvuaem cuctemy (N + 1)? ofHoposHbIx 
ypapHenuli c (N + 1)? HensBecTHbIMu C,,; JlerepmuHaHT 9TOl CcHCTeMbI ecTb 
neTepMuHanHTt BAHJJEPMOH/JIA. On mMooxeT ObITb paBeH HYJIIO TOra H TOJIbKO 
Tora, Kora OY eT UMETb MECTO paBeHcTBO 77 1, +k, =7 1, +- ky XOTA Obl OAH pas. 
Ho Tako€ paBeHcTBO BOOOIIEe HEBOSMO)KHO, TAK Kak 7 UppallMOHaJIbHO. SHaUHT, 
JeTePMUHAHT CHCTEMBI OTIIMYeH OT HYIAH Bce C,,; paBHbl HyJIKO. Mbl MpHxXoquM 
K TMpoTHBopeyMio c YcsIOBHeM BbIOOpa C,, WH TEM CaMbIM TPaHClleHJeCHTHOCTb 
uncsla 4 OoKasana. 

Stan nepsbili cocTOUT B MocTpoenHHH (YAK, ABIIAOWIeHcA JIMHeMHOM 
KOMOHMHalHeH creneHeli a* u f*, KOTOPaA Mp He CJIMUIKOM OOJIbINHX LWeJIbIx 
Koo*puuveHTax UMeeT OUeHb MHOFO HYJIeH. ITO MOCTPOCHHe BO3MO)KHO TOJIbKO 
OnarofapaA anreOpanunoctn a, f, H, NO MpesmnosoOKeHHW, 7. OTa PYHKUNA He 
MOKET ObITh TOMK[ECTBEHHbIM HYJI€M, TaK Kak 7 UppalMoHaJIbHO. ITam BTOpoli 
COCTOUT B JIOKA3aTeJIbCTBE CYINECTBOBAHHA elle OoblUero KoMuecTBa HYJIeH 
Hallet (YHKUMH, PacnosO>KeHHbIX B OOJIbLIeM, UeM PaHbllle, Kpyre. ITO Bos- 
MODKHO OslarofapA TOMY, YTO (PYHKUMA He CIMUIKOM OOJbIUAaA MO MO/YJIIO B 
HeEKOTOPOM Kpyre HM MMelolllax TaM OCTATOUHO MHOFO HYJeH, [OJDKHa ObITb Masia 
B OoJuIbUIeM, 110 paguyey, Kpyre. Ha 9Tom sTarle elllé HeJIb3x OOeCIeUHTb ocTa- 
TOUHYI0 MaylocTb (N + 1) mpousBosHbIx B Hayase, 13 KOTOPOH cueoBaIH ObI 
ycoBis (47). 

Stan Tperuii cocTOuT B HOBOM HakorwvieHHn Hye Hallet PYHKUMH, YHCJIO 
KOTOPbIX CTAHOBHTCA JOCTATOUHLIM JUIA BbITOHeHHA yeuoBHi (47). OTan ueT- 
BepTbI COCTOMT B HCHOsb30BaHHK OosIbUoro YcIa Hye y Halle ()YHKUHH B 
Hayasle JIA floKasaTesIbcTBa, YTO OHA TOK/eCTBeHHO paBHa HYJIO. ITO Ke 
H€BO3MO)KHO B CHJIY BbIOOpa ee KOSPPHUMEHTOB H UppalMOHaJIBHOCTH OTHOWMCHHA 
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lorapHdpmMos. ITOT Mpolecc HakKOMIeHHA HYIeH PYHKUMH COCTONT H3 Tpex ITATIOB. 
IIpu nosvueHH BO3MO>KHO Oos1ee TOUHbIX Pe3YJIbTATOB OTHOCHTCJIbHO HH)KHHX 
rpaHHl, Mepbl TpaHCleH/[eHTHOCTH YMCIO 9TANOB HaKOMJICHHA MOKET HeOrpaHni- 
YeHHO pacTH. 

T. LUHEM JEP [17, 6)], napuinii BapvaHT oKasaTesIbcTBAa TOM >Ke TEOPeMbl 
yoke ocsé OMYONHKOBaHHA Moe paOoTbI, MPHMeHHJI 9TOT MeTOM WIA WOKasa- 
TCJIbCTBA TPaHClleHJICHTHOCTH HEKOTOPbIX UHCI, CBASAHHbIX C QJIMNTHYeCKHMU 
dbyHkKunsamu. OH jloKasasl, YTO uNcIa a MH pia), roe p(z) — osuMNTHUeCKaA 
(bYHKUMA c asre6panyeckKiMi HHBapvaHTaMi, OMHOBpeMeHHO He MOryT ObITb 
asireOpanuecKHMH; OTKYa clelyeT, B YACTHOCTH, TPaHCLeHAeCHTHOCTb KarKoro 
M3 Mepvolop ssWIMNTHYecKOH YHKUWH Mp areOpanyeckux HHBapHaHTax. 
On foKasasl TakoKe, UTO ecu f anreOpanyecKkoe, HO H€ MHMMOE KBalpaTHyecKoe 
ycs10, TO sHaueHHe MOJYIApPHOH dyHKuuH /(f) Oy qeT TpaHCLeHAeCHTHbIM YMCJIOM 
H YCTaHOBMJ PAL MOLOOHIX cbakToB. IlosxKe Tem 9xe T. LIHEAJEPOM [17, B)] 
Oblla OKasaHa TpaHCIeHeHTHOCTb sHaueHHit giinepoBbix dyHkyHi B(p,q) 
TIpH pallMOHasIbHbIx p u q. BollllenpuBeyeHHbiii MeTO OblJI TAK KE HCMOJIb30BaH 
Jl. PHU [14] ana foKasaTenbeTBa TpaHclleHweHTHOCTH ucen Bua a? np 
au f, Mpvvaviexkalux K pasIMYHbIM KJlaccaM 4Hcesl THA JIMYBHJUIeEBCKHX, 
JIPYrHMM CIOBaMH, YHCe OMYCKaIOWIMX OUeHb XOPOLIMe MpHO IM KeHHA asireo- 
panueckumi, H K. MAJIEPOM [10, B)] — aA fokasaTebcTBa p-ayMueckoro 
aHaslora TeOPpeMbl O TPaHCleHAeHTHOCTH unce Busa af, 

Ilepevifem Tenepb K BOTIpocy O Mepe TpaHclleHeHTHOCTH. OTHM BOTpocoM 
3aHMMaJICA PA], ABTOPOB, HO A OrpaHH4Ycb 3/ecb H310%KeEHHEM HAHOoee TOUHBIX 
NOJIYYCHHBIX Pe3VJIbTATOB. C TMOMOLIbIO YCJIOXKHEHHOrO MeTOMa, COCTOAUIero 3 
HeorpaHHyeHHOro YHCsIa NepexoOB WIA HakomIeHHA Hye, MHOW [3, 9K), 3)] 
ObIIO [OKA38aHO, YTO TIPH (PUKCHpoOBaHHOM 7, 


—In In 5+*H al —in3+®H 


(48) ®(H, n; a) ag! o(n, n; — 


a 


In 


re ¢ > On cKOsb YromHO masio. JJaslee MHOW Ke Obi JoKasaHn [3, H] p-afuuec- 
Knit anasior HepaBeHcTBa JVI Mepbl TPAHCLCHACHTHOCTH OTHOLIeHHA JOrapHdMoB 
ABYX asIreOpanuecknx uncesl. Bropoe u3 HepaBeHcTBa (48) 1 ero p-aynuecknit 
aHaJlor MOrYT ObITb 3ancaHbl B jipyroli cbopmMe, HMeHHO 


3+€q] 
) 


(49) > e-In3+*H, aX + Bp’ =/=0 mod p & 


rue O — anredpanyeckoe uvcs0 creneHu 1H BbICOTH! H, 1 dukcHpoBano, H > 


>Hi), (a, B, e,n), © > 0, p — npocro upean noms, K KOTOPOMY TIpHHasiexKaT 
uncjia a up, a gy = max [|x|, |y|]. Us nepporo nepapenctBa (49) cnepyer, B 
YaCTHOM CJIvYae, UTO HepaBeHcTBO 


pas Pe 3+ 


(50) |xIna+xIn Bl) <e 7 * x=! x] +] x 


H€BO3MO)KHO TPH X > X, (Ina, In B, €), MpH4em X MO>KET ObITb BIOMIHE a>ppeKTHBHO 
BbIYHCIICHO. ITO HepaBeHCTBO ABAeCTCA YACTHbIM CJIVUAeM HepaBeHcTBa (18) § 3, 
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UpesBEINaHHO CYIeCTBeEHHaA POsb KOTOPOrOB TeOpHH WMOaHTOBbIX YpaBHeHHit 
M asireOpanyeckux nose Obisa Tam »Ke ycTaHoBseHa. B nalllem yacTHom csyuae 
npH OnnapHolk tbopme rpaHul[a BeIMYMHbI BOSMODKHbIX pelieHui HepaBeuctsa (50), 
Kak Y)Ke ObIIO CKASAHO, MOKET ObITb HaiifeHa BONNE s>ppeKTHBHO OarojapA 
MpHMeHeHHio BIOJIHe otPeKTHBHBIX aHasIUTHYeCKHX MeTOOB. Iloeromy A cuNTato 
OCHOBHOH saflaueli aHasIMTHYeCKOM TeopHH TpaHcWeHeHTHbIX UHceN 3asauy 
TaKOrO YCHJICHHA AHAJINTHYCCKUX METOOB B TeOPHH TpaHCeHJeHTHbIX UNceN, 
NIpH KOTOPOM CTaHeT BO3MO)KHbIM TIPHMeHeHHe HX K HCCeMOBaHHIO MoBeeHHA 
JIMHeMHbIX (PopM OT 1 JorapHmos asreOpanyeckux uncer. HepaBeucTBo oKe (50) 
NOSBOIAeT MOMOHTH K BOMpocy oO rpaHuax pellleHHi HeEKOTOPbIX K1accoB KYOH- 
YeCKUX YpaBHeHHH, NOs KOTOPHIX MMeloT ONY esMHHuy. U3 Hepapencrsa (49) 
cllefyeT TakokKe, YTO ypaBHeHHe 


(51) ax a P= 


mpi asreOpanyeckux a, 6 u y MU YCNOBHH, YTO XOTA Obl OAHO H3 HHX He eCTb 
anreOpanyeckan eMHia Wy He eCTb CTeMeHb BOMKU, HMCeT TOJIbKO KOHeUHOe 
yHCcIO pelleHH B WesIbIX PallMOHaIbHbIxX UnCIaXx x, y, z. Cpanuya BenWYunHb! 
BOSMO)KHBIX pelleHHH 3/,ecb MODKET ObITb o*pPeKTHBHO BbIUMcIeHa. V3 Tex Ke’ 
HepaBeHcTs (49) clefyeT KOHeYHOCTb YHca PelleHH JOBONbHO WHpoKoro Ksacca 
TPaHCLeHACHTHBIX YpaBHeHHH c BYMA MepemMeHHbIMH. Bosspalllaicb ONATb K 
BomIpocy O Mepe TPaHCLeH/IeHTHOCTH, A TpHBey elle HEKOTOPbIe PesYJIbTATHI 
OTHOCHTEJIbHO Mepbl TPAHCleHJIeEHTHOCTH HeKOTOPbIX KJIACCOB YMCes, CBASAHHbIX 
C OJIIMNTHYeCKHMH (PYHKI{HAMH. Bnepsble pe3yJIbTaTbI B 9TOM HanpaBJIeHHH Opin 
OTHOCHTEJIbHO Mepbl TPAHCI[CHJIEHTHOCTH HEKOTOPbIX KJIaCCOB UMCes, CBASAHHBIX 
¢ OsSIMNTHYeCKMMH (PYHKUMAMH. Bnepsble pesyJIbTaTb! B ITOM HalipaBJIeHHH OBI 
mlosivuenbI MOMM yuenHKom H. UW. PEJIBIJMAHOM [16, a)], KoTopplit nosb30- 
BaJIbCA B OCHOBHOM MOMM MeTO/IOM, V3JI0X%KCHHbIM BbILlle, OOABIAA K HeMy 
HeKOTOpble CooGparxkKeHHA, OTHOCALINeCA K MeTOMY, O KOTOPOM 1 OYAY FOBOPHTb 
B jlayibHeiIIem. 

IlycTb HHBapHaHTbl 2, HW g, gTWIMNTHYeCKOM P@YHKUMH p(z) OyayT areOpan- 
yeCKHMH Ulcs1aMH, @ — ee Mepvos, ae > O NpousBoIbHO MasIO M1 eMCTBHTesIbHO. 
Tora MbI 6Y/[eM HMe€Tb He€paBeHCTRO 


®(H,n; w) > exp { — n4+é max [In A (InIn H)*+¢, n Ind+e n]}, 
max [H, n"] =C(E, g, gs). 


Nyctb HHBapvaHTp! p (z) — nonpexkHemy asreOpanueckne yicsIa, a a — KOpeHb 
ypaBHenus p (a) = a, re a — anreOpanyeckoe ancy. Iyctb TakKe O< dS 1 


ue > O. Tora mbl Oy/eM UMeTb HepaBeHCTBO 


) 
144 bud) 84486 
@ (Hn; 0) > exp | = ta k| iet ce aie en en at 


n2+0 
max [2 (Qe : | = & (Qo, 23, 4, 6, é). 


Tpednema asreOpanueckol HesaBHCHMOCTH B PaLHOHAJIbBHOM Noe GHCe/] BHAA 
af wu Tem Goslee slorapHMos asIreOpanyecKHx YHCEI HeHSMepHMO Tpy Hee mpo0- 


7 Acta Mathematica 
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ylembl arsieOpanueckoli HesaBicHmocTH sHaueHHit E-pynkuuwit, 0 KoTOpo lila 
peub B § 4. 

TpyauocTbh sTHx Mpodem CBsAsAHa, TOBHAMMOMY, CO CJ1eAYIOUMMH o0cTosA- 
TesibcrBamu. pence Bcero BUHO, YTO IPH AHdpepenuMpoBanun YHKuWHH Tuna 
a TIpH a anreOpanuecKkoM ObIcTpo pacTYT cTeMeHM TpaHcleHAeCHTHOrO YMCA In a, 
UTO IIpensATCTBYeT MOCTPOeHHI0 JIMHeHHbIX (OPM OT TIPOHSBeHeHHA CTeMIeHeM ITHX 
slorapHpMoB, UMeHOUIMX He CJIMLUKOM OOJIbIIYIO CTETICHb. Jlanee, cpa3sy BHO, 
uTO TosYvuarollvecd TPH AUpepeHunMpoBanuun opmbl He HMEHWT CTAaHapTHO 
H JOCTATOUHO MIpOCTO CBASAHHBIX C ONpeMeJICHHbIMH PYHKUNAMH KoePPHKHeHTOB. 
Hakovell, MOo%KHO 3aMeTHTb, UTO 3ameHa flelicTBUA B3ATHA NMpOHsBOAHOK mpH 
oOpas0BaHi HY)KHbIX JIMHeMHbIX (opm AeHcTBHeM MpHOaBJIeHHA K Z eHHHIbI 
WI KaKUX-IM60 asiIreOpavueckHX UNcesl BbISbIBAeT CJIMLIKOM OOJIbLIOH pocT 
KooPHUHeHTOB 9THX (OPM, YTO TakoKe MpenATCTBYeT MOJYYeCHHIO HY)KHOrO 
pesyibTata. Buiarofapsx BcemM 9THM OOCTOATEJIbCTBAM JlOJIFOe BPeMA He YAaBaJlOCb 
JOOHTbCA ABIDKEHHA Briepes B pellleHHH BOMpOCcoOB B3aHMHOM TpaHcleHeHTHOCTH, 
0 KOTOpbIX eT peub. B HacTonunii MoMeHT A MOry YKasaTb OH HOBbIH MeTOA 
[3, m)], KoTOpbiii NosBOIAeT pelllaTb HeEKOTOPble H3 THX BOMpPOCOB, MOKA elle 
yacTHOrO XapakTepa, XOTA MO)KHO HajleATbCA, UTO TOT MCTO MODKET ObITb 3HAUH - 
TEJIbHOYCHIEH. A He XOUY FOBOPHTbB JaHHbI MOMEHT 0 BOSMO)KHDIX YCHJICHHAXSTOFO 
MeTO/1a BBHY ero HOBH3HbI H MOKa KY eFO OCHOB aHble YepTbI Ha MpHmMepe AOKasa- 
TEJIbCTBA OHO MOcTAaTOUHO OGLE TeOpeMbl O B3AMHOM TpaHCLeHAeCHTHOCTH MAJIN, 
UTO TO Ke CAMOE, alIreOpanuecKOl HesaBHCHMOCTH B Pall[HOHaJIbHOM TOJ1e OHOrO 
Kylacca uncen. SH, ecTecTBeHHO, OMpaHHyycb 3{leCb TOJIbKO H3JI0OKKeHHeEM XOa 
WOKasaTesIbcTBa, pasOUB ero Ha OT/[CJIbHbIe 9TAMbI. $1 MOKA KY TEOPeMY, YTO eCJIN 
a—uncolo asire6panueckoe, a 40, 1,a a—KyOnyecKasd HPpallHOHaJIbHOCTb, KOTOPY10 
MOMKHO 6€3 HapYUeHHA OOWIHOCTH CUNTATb WeJIbIM YMCJIOM, TO M@)KAY UACIaMH 
a* 4 a HeT anreOpanueckHxX COOTHOWIeHHH B pallHoHasIbHom Mose. JonyctTum, 
UTO TAKOe COOTHOLICHHE CYLECTBYeT, APYPHMH CJIOBAMH, UTO HMEeT MECTO YpaB- 
Henne P(w, w,)=0, re w= at = e8ln¢, @, =a" =e 4) 1 nOnnnom 
P (x, y) HeMpHBOAMM B Pal\HOHAJIbHOM lose H MMEeEeT I{EJIble PalMOHAJIbHbIe KOG- 
(buuveHTHI. TpaHclleHeHTHOcTb ucla @ OyfeM CUHTAaTb YKe [OKAsaHHO!. 
B fasbueliiem wenoe uncso g OyfeT HeorpaHHyeHHO BeJINKO, a KOHCTAHTbI A 
C JOObIMH HH/[eKcamMu He OY/YT 3aBHCeTb OT @. 


Iman nepéeoui. — MooxHO HATH TAaKHe LWesIble PalHOHaJIbHble, B COBOKYT- 
HOCTH OTJIMYHBIE OT HYIA YHCIa Ck, k, ik, k H Ag > O 4TO ANA dbyHKyuH f(z) 


q q q 
Kd= SS Dd Anna et harhoras 


k,=0 k,=0 k,=0 


(52) 


‘ 


=I A, Abby ky = Choy hisker ts OM Q'= [ge In" gj 
ky= 0 
OYIIYT BbINOJHeHbI YCOBHA 


(53) | Cie, ky, has ke | < exp [2 g* In” g] 
u 


(54) f(t) =0; t= + ha + lo?, 0 SI, Sq, = [g's Inq]. i=1, 2, 3, 


0 Ss Ss =[A Qs In—hg], Ap > 0. 
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Ta PYHKOUA Serko MO)KeT ObITb MOCTpoeHa C MOMOLIbI0 JemMMbI 1 § 4. 


_ Jman emopott. — MorKHO j10KasaTb, UTO Halla yHKunsA f(z) oOnafaeT Tem 
CBOHCTBOM, YTO cpefM uncer f® (f), 


: 2 
(55) 03s 5 [47 Inq] =s,; t = > i,o%, 0 =], Sq, i=1, 2, 3 


0 


HalileTcA XOTA Obl OMHO UNCO, OTNMUHOe OT HYIIA. 


F Jia AOKasaTeIbcTBa 9TOrTO MpeAOKeHHA sanulliem Hally dYHKIHIO 
B (popme 


N—1 

(56) f(2)= Y Be ee, % = hy + Iya + kyo’, N=(G 4 13, 

0 

By,= Aik, - max | Be | =| By| 40 

MH T0J10%KUM 0<k <N—1 

N—1 N—1 

Q(x)= IT (x—7,, Y Cis B= Q(x) (x—% 
sd Th 


IIpeanonoKum, 4To Bce uncra /® (tf) B rpaHuax, YKasbIBaembIX HepaBeHcTBaMH 
(55), paBHbl Hy. Toraa MbI OyfeM MMeTb HHTerpasIbHoe mpecTaBsenne 
(57) 
1 — dda x be, == kha —k, a2 sr f (2) dz dx 
B; = ; ScCS, ennanl 1 2 3 1 £2) é 
4x? Q'(t,) > 5 0 9 Le — hg @ — keg a?} ) x**(z — x) 
ay a 


s=1 


N 
rye Iy ecTb OKpYxKHOCTb |x| = 1, a I, — oxpyKHocTb |z|= —. OnennBast 


TpaBy10 YaCTb 10 MOJYJIHO MW MpHHumMas BO BHuMaHHe TO | k, + kya + k,a? | 


>A, k~, k =| k;| B cuny Toro, uro a — KyOnyecKan MppallNOHaIbHOCTb, MbI 
MOJIYYHM HepaBeHCTBO 


(58) 1 < exp [— q3 (Ing — A, In Inq)], 


OTKYIa HU cilejlveT BeEpHOCTb Halllero YTBep)KeHHA. 
Iman mpemuti. — Bocnosb30BaBlliicb NpecTaBJIeEHHeM YHCe 


——s! nn 1h A => k, = k,a — ka? i ](2) dz ax 

SH) == 

Bri =. {| ail QUla| eee oases (Peer ar 
UPd he 


rye J” ecTb OKPYoKHOCTb |X| = J ging, aI’, — okpyoKHocTb |z| = 4°, HMerOLIMM 
MeCTO B CHJIY ycnoBHi, KOTOpbIM c camMoro Hayasla, 10 MOCTpOeHHO, YOBJIeT- 


1* 
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BopseT pyHKuHA f(z), Mbl HOKasbIBaem, YTO /WIA 9TOM PYHKUMH BbINOJHAWTCA 
yCNOBHA 


Lapa f 4) (tna ehaging 0 = 5 = [4q'2 Ing], 
(60) 
t=k,+hat+ko, 03k =h, ! = 1,2,3. 


ro WerKO MODKET ObITh MOYUeHO, eCJIM OLCHHTb M0 MOYO HATerpal B mpaBoli 
yacTu (59). : 

9man wemeepmout. — KomOunupyi0 pesYJIbTaT, MOJIYYCHHbIN Ha BTOPOM 
9Tane ¢ HepapencTBom (60) H HcKsIIOUaA @ C MOMOLIbIO P(w, @,) = O, MbI 
OKa3bIBaeM, UTO KAKOBO Obl HM ObIJIO WesIOe YHCIO Gq > qo, BCerwa cyillecT- 
BYeT TOJIMHOM P (x) ¢ WeJIbIMH PalHOHaJIbHbIMH KoodpHuneHTaMH cTeneHH 7 i 
BbIcoTb! H Tako, TO 


fo 0 <|P(m)|—e-Ieeing, max [n, In H] < 4,9" Inq, 


rye 
Ace i 


9man namowi. — Us ¢akta cyulecTBOBaHHA MosMHOMa P (x), YLOBIeTBOpA 
ollero ycnoBism (61) AA s1000r0 g, MbIl YCTaHaBJINBaeM CYLCCTBOBAHHE [A 
6ecuncIeHHOoro MHO)KeCTBa BHAYeHHH g HeMpHBOAMMOrO, C LeJIbIMH, 6e3 obllero 
HesMTenA, Kos pHUNeHTaMH TMosMHOMa R (@), NOAYHHALMLerocA YCIIOBHAM 


0<|R(o)| < oe heVving max [n, In Hi] <o <4; q% Inq, 


rile A, > 0, A; > 0, a n, H H, — crTeneHb U BbICOTAa riosmHoma R (x). TloxOupasxi 
NONHHOM P («), TOLXOAALIHH MO BeJIMYHHE, H COCTABIIAA PeSYJIbTAHT ABYX TOJIM- 
HomoB P(w) UR (@), Mbl IPHXOAMM K MpoTHBOpeYHO BBHJLY TOPO, uTo P (x) MOKHO 
noqoopath He esAlumesd Ha R(x) Hu ManloctH P(w) HR (w). 

Qrar nepsbiii CocTOHT B NOcTpoeHHH PYHKUNH f(z), Umerouleii OueHb MHOrO 
Hyslei Gonbulol KpPaTHOCTH B WeIbIX TOUKAX Bua k, + kya + k,a’, Koedpu- 
LMeHTb! PYHKUHM BIOHPaloTes B BHAY MOsIMHOMOB He CJIMLIKOM OONbUIOM cTereHH 
¢ LeJIbIMH, B CBOIO OUepe;b He CINUIKOM GONBLIMMH Koo puunentamn. I 1o,oOHbIti 
BbIOOp BOSMO)KEH BBHJLY TOrO, YTO TPH MpeNoJIOKeHnH areOpanyeckoli 3aBlicH- 
MOCTH M@KILY YWCIaMH @ H @,, YACIO YCOBHH, OMpPeLeIAIOLUNX Koop PHUNeHThI 
NOJIMHOMOB OT @, MOKET ObITb BBATO SHAYHTEJIbBHO MCHbUIMM YMCJIa 9THX KOoPpH- 
UHeHTOB. Oram BTOPOl COCTOHT B TOM, YTO OKASbIBACTCA HEBOSMO)KHOCTh [IA 
dpyHKunn (2) UMeTb CIMIIKOM MHOrO Hye. ITO OOCTOTCIIbCTBO CBASAHO C TEM, 
aro byHKunst {(z) ecrb sMHelHas KOMOHHALNA MOKasaTeJIbHbIX. BecbmMa cyllecT- 
BCHHbIM OOCTOATEJIbCTBOM TIP 9TOM ABJIAETCH HepaBeHcTBoO | ky + kya + kga?| > 
~ Ak, k =|k;\, i= 1, 2, 3, KoTopoe B CBOIO OUepesb HMECT MECTO 3-34 TOO, 
yTO a — KyOnuecKanA UppallHOHaJIbHOCTb. 

Oran TpeTHii saksoUaeTcA B [OKasaTesIbCTBeE OCTaTOUHOH MaJIOCTH 3Ha- 
yeHnit PYHKUHH f (2) H ee MPOHSBOAHIX BIIOTb [lO O4€Hb OONbUIOrO MopsAAKa. 

Oran yeTBepTbili COCTOHT B JOKASATCJIbCTBE CYICCTBOBAHHA JWI BeCbMa 
TWIOTHOM MOCMe/LOBATEJIbHOCTH LWeJIbIX UMCe o NONMHOMOB P (x), BbICOTbI 1 cTe- 
TeHM KOTOPbIX He TIPeBbILAOT BeJINYHH @° H oO, YOBJICTBOPAIOIINX HepaBeH- 
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cTBam —o? \/Ino > In | P(@)|. S70 BosmooKHo Oslarofjaps Tem (pakTam, KOTOpbIe 
ObIJIM YCTAHOBJIeHbI Ha 9TAaMaX BTOPOM H TpeTbem. 

Stan nati saksouaeTcH B OKagaTenbcTBe Toro, UTO He cyulectByeT 
HUKaKOro TpaHCLeHeCHTHOrO YMCA @, KOTOPOe YAOBIETBOPAIO Obl YcsIOBUAM, 
NOJIYYCHHbIM Ha MpesbIAVUIeM gTane. 


IIpHBeqeHHblit xo paceyoKqeHHA HenocpelcTBeHHO, MOUTH Ges H3sMeHeHuit, 
MPHBOMMT H K Goslee OOUemy yTBep»K EHH. Iycrb uncsa a,, dy, a3 OYAYT UCIaMH 
asIreOpatiuecKoro MOI cTreneHH y, JIMHeMHO HesaBHCHMbIMH B pallMOHasIbHOM 
nose, f;, By, Bz NMneMHO HesaBucHMbI B pallHOHasIbHOM None. Torgza merkyty 
NeBATbIO ucnamu e%fi, k= 1, 2,3, i = 1, 2, 3 He MOKeT CYLIe€CTBOBaTb 
alreOpanuecKHX COOTHOWECHHH B palHOHaJIbHOM MOe, C MOMOLIbIO KOTOPbIXx 
OTH YNCIa MOrYT ObITb BbIParKeHbI asireOpanyeckH Yepes OHO. 

B yacTHocTH, ecu a — anreOpanyeckand UppallMoHasIbHOcTh cTeneHH He 
HWKEe TpeTbeH, a a + O, 1 anreOpanueckoe, To yeTbIpe uNca at, a”, a®, aa! He 
MOrYT OMHOBPeMeHHO OITb BbIPAKeHbI ayIreOpanyueckKH B pallMOHasIbHOM MoJie 
yepe3 OHO 3 HHX. HecKOJIbKO H3MeCHHB MeTO/, MO)KHO, Halpumep, OKasaTb, 
uto uvesia e* , ee", ee" ye moryT OJHOBPeMeHHO ObITb asIreOpanuecku BbIpa- 
XKCHbI YePes @ MH, B YACTHOCTH, X01 ObI OHO 3 HUX JlOJDKHO ObITb TPaHcleHeHT- 
HbIM YHCJIOM Tip JIOOOM WesIOM pauyoHalbHom k > 0. CopepllleHHo Tak Ke 
OHO 3 jIBYX uncen e', ei! TomKHO ObITb TPaHCLeHeHTHbIM UHCJIOM. 

ITOT METO MOSBOJIAeCT SHAUMTeJIbHO YTOUHHTbh HW)KHHe PpaHubl mep 


Ina 
TpaHCleHeHTHOCTH uNce Bua aP nH inB BR 
Ina 
IIlvctb a #0, 1, 6, a, 6 OvyayT anreOpanyeckue uncsa, a uncna bu ine 


Uppalvouasibupl. IlycTb TakyKe cTemeHb U BbIcoTa MosMHOMa P (x), HMeroulero 
IeNIbIe palWOHaJIbHble KoapPpuuNeHTH, OyAYT s u H. Tora, Kakoli Opt e > O pI 
HH B3AH, Mpun + InH > c(e, a, PB) OyAYT UMeTb MeCTO HepaBeHctTsa : 


iY 5 
iP (a’) | > e ints (s+ In) [In (+n len nse 


4 | Ina | —s*[s+1n H]?+& 
Plime) >¢ | 


Ha jlasIbHeHUINxX NpHJIOHKEHUAX STOO HOBOFO MCTO/Aa, KAK Y)KE PTOBOPHJIOCb 
BbIWe, A He Oy/IY OCTaHaBJINBaTbcA. 


§ 6. Bonpocbl TpaHcueHeHTHOCTH HM alreOpanyecKol HesaBHCHMOCTH B pallHo- 
HaJIbHOM T10JI€ YMC, 3afaHHbIX Oe€CKOHeUHBIMH PATAMH WIM ABIIAIOUINXCs 
KOPHAMM asreOpanuecKkUx WIN TpaHCcleHeATHbIX YpaBHeHHi 


Byjlem roBOpuHTb, YTO YHcsIO 4 asIreOpanueckH He BbipayKaeTcA yepes 
YHCIIA G1, M,.--, An, CCI ME)KAY YHCIIAMH 77, Gy,..-5 On HeT asIreOpanuecK Ax 
COOTHOWIeCHHM B pal{HOHaJIbHOM TIOJIe. BpeaA nmoHATHe asIreOpanueckon HeBbI- 
paxxaemoctn, J. JJ. MOPJLYXAH—BOJITOBCKON BIIepBbIe NOCTABH.I BOrIpoc 
0 NpHsHakaXx, MOSBOJIAIOWIUX CYAUTb 00 asireOpanueckoli HeBbIPayKaeMOCTH UHCIIAa 
n UCPe3 UCIIA A, dy, ..., An, MO XAPAKTepy MpHOIKeEHUA YMCA 4 PallMOHalIb~ 
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HbIMH poOsmu IH, Gosee oOOUIO, asireOpavuecKHMu ucsIaMH. YcCsIOBHMCA, YTO 
(B MOCeAYIOWeM H3J10)KeCHHH ITO OTHOCHTCA KO BCeEMY naparpady) P (Xx, ¥y,---> 
Yn) Bcerja Oy/eT MOJIMHOMOM C WeJIbIMA Pal{HOHaJIbHbIMH KoadpuuyneHTamu, 
HeMPHBO/MMbIM B pallHOHaJIbHOM Moe M [elicTBUTesIbHO COMeprKalllMM X MH XOTH 
Ob ono y. JI. J. MOP YXAM—BOJIT OBCKOH [12, a) 6)] HoKasan cyepy1o- 
ve jIBe Teopemb! 06 asreOpanyecko HeBbIParyKaemocTH. 

Ecnu 7 KopeHb ypaBHeHiA 


(62) P(e, Fe er aD. 


rile a1, @y,..., Gn — alreOpanyeckue uncsa, JIMHeHHO HesaBHCHMble B pallHo- 
HaJIbHOM T1OJ1e, WIM 47 — KOpeHb ypaBHeHHsA 


(63) P (x, Ina) = 0, 


roe a £0,1 anreOpanueckoe, TO cyllecTByeT esl0e uNcIO vy > O, Takoe, TO 
Tip g > Jo OYMeT BbINOHATbCA HepaBeHCTBO 


ls Ps he 
Gee Mery, aia: 


rye p Wg — Wesble palluOHasIbHble ycsIa, a vy He 8aBHCHT OT p Hg. Oe TeopemMbl 
oOoblaTcs Tak Ke Ha CIVUaH NpHOMKeHHA UNcJa 7 asIreOpanyecKHMH YHCIIaMH. 

HespinosiHenhe HepaseuctsBa (64) H ABJIAeTCA YCIOBHEM HeBbIPayKaeMOCTH 
yea 4 Yepes UHcsIa e%, e%,..., e2n, WIM UHcIIO In a. B ocHoBe AOKa3zaTesIbCTBAa 
MIpHBeCHHBIX Teopem NE KHT ToxKLecTBO LU. IPMUTA u Teopema 0 KOHeEYHOM 
MphpawleHun PYAKIMH. 

Hepasencrso (64) B 9THX TeopeMaX MOKET ObITb SHAYHTESIbHO YITVULUEHO 
C MOMOLIbIO Goee NOSHHX OLCHOK Mepbl TPaHCLEHACHTHOCTH COOTBETCTBYIOLIMX 
unces. Ms Hepapencts (32) u (33) § 4 nouTH HenocpescTBeHHO cJlejveT, YTO 
HepaBenctTBo (64) B Teopemax JI. J]. MOPI.YXAS—BOJITOBCKOLO mooxHo 
3A4MCHHTb HepaBeHCTBOM 


| 
pr 1 

(65) Cabo (» =» (n)). 

| Gi-e=-Gs 
U3 storo nocsenero HepaBencTBa cejyet, uTo uncna JIVYBUJIJIA ue Bpipa- 
*KAOTCH asireOpanueckn yepes e%, e%..., en wi Ina. TIpumepom Takoro 

lee) 
YMCA MOKETCIYIKUTL UCIO = NV 2~-"!, Onpenenenne uncen JIUY BH JIA 
1 


ObINI0 Jano B § 4 (onpeesenne (31)). 

Jl. I. MOP]YXAH—BONTOBCKON paer u HeKkoroppie o6obmeHHsA 
BbILMeMPHBEEHHbIX Teopem. 

MOXHO faTb, MOSb3Y Cb PAsIHUHbIMA HepaBeHCTBaMH JVI Mepbl Tpalec- 
WeHACHTHOCTH Pa3JIMYHbIX YHCes, H ApyrHe MpHsHakH asIreOpanyeckol HeBbI- 
paoxkaemocTu uncedl. 

Iycrb 1) OyAeT HeKOTOpbIM HeHcTBHTebHbIM UHcIOM, p Hq, (gq, p) = 1, — 
HeJIBIMH PalHOHAJIbHbIMH, a y(t) — MOHOTOHHO pacTyilel monoKNTeNbHOl 
(pynkunel f. JLonyctum, uTo [Wit Wuesa 7 BbITOHAeTCA YeOBHeE 
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min In ge 
lim eaealtay 171) lim 2 Qo | = —oo, 


H>o = p (H) qo ? (4) 


(66) 


Ecsu » (q) = Ing (InInq)*, A> 5, To » anredpanuecku He BbIPaKaeTCA uepes 


a?, a ecau p(q) = (Ing),A~ 3, To » He BbIpaxKaerca 1 vepes "MH au p 
n 


asIreOpayueckux. OTO ABJIAeTCA MIPAMbIM CJIECTBHeM HepaBeHcTB (48) § 5. Ecnu 
y (q) = Inq, Apyrumu coBamun,7 OyaeT uncom JIUYBVJIJIA, To 7 He BbIpa- 


KAeTCA asireOpanyecku uepes IJ)(a), Ip’(a), rae Jy(x) — dyaKuua Beccens, 
a a — aslreOpanueckoe YHcs10. ITO NpAMoe clescTBHe HepaBeHcTBa (27) § 4. 
ned | t 
Hakoneu, ecsiu lim 28 = oo, TO Kak foKasan JI. Jl. MOP YXANH— 
n 


BOJITOBCKOH [12, €)], uncno 7 He MorKeT ObiITb KOpHeM YpaBHeHnA 
PAX e i eee) = (1, 


Te Q,, Ay, ..., A, OVAYT anreOpanyecKHMH uncsIaMH. OH foKasal cyllecTBoBaHHe 
| 1 

Takoro wWeoro v > 0, uTo;} 7 — ao leat ITO MOKHO MOJIVYYHTb C TMOMOLI[bIO 
J q f: 


-Siemmpl II § 4. 

B Toit xe paoore JI. J]. MOPJ[YXAU—BOJITOBCKOM yrsepoxnaer, uto 
TeopeMa HMEECT MECTO H Tora, Kora a OypeT, Ooee COOLIO, KOPHAMH YpaBHeHHA 
Tuna (63) mpH ofHom Hu Tom >Ke Ina. JlelcTBHTeIbHO, moficueT mMoKasbl- 
BaeT, 4TO H3 HepaBeHcTBa (35) § 4, BepHoro mpH 0ObIx nu H, cnefyerT AA 


n HepaBeHCTBO 


pes. exp [— g2"In3 g],rme nm — HCO MOKasaTesIbHbIX 
q 


@yHkuui B ypaBHenun (64) u g > go. Mm oxe [12, a)] Obisia oKasana HM ciefyW- 
Wan Teopema. 


. co 
IIyeth cbynKyna f(z) Oyper uenoh, f(z) = > An 2”, % #0, Bce uucna ay 
0 


OYAYT pallMoHasIbHbIMu Ud, — Takoe HavMeuHblllee Weoe UYHCIIO, YTO BCe 
unica d,ad,, k =0,1,...n, OYAYT WeslbIMH pallMonasbubimu. Tora ecsIM 


co 
IR, (x) | <d,~4n, fim “" — co JIA BcAKoro x, re R,(z)= Sa, 2, To BeaKHii 
KopeHb ypaByHenna f(x) = 0 OypeT unCOM TpaHLeHAeHTHDIM. 91 NpPHBOKY 
QTY TeOPeMY B HECKOJIbKO YIMPOUeHHOM OpMYJIMPOBKe. Hakonen, J. J. 
MOP JIYXAH—BOJITOBCKONM. ssest noHsTHe HW fOKasasl CyIlecTBOBaHHe 
THMepTpaHcleHACHTHbIX YMCeJI. 

ByjleM HasbIBaTb TPOCTO TPaHCIeHACHTHbIM UYMCIIOM TPAHCHeHeHTHOe 
sHaueHie, Tp amreOpavueckom 3Ha¥eHHH apryMeHTa, BCAKOH YAK F(2), 
KOTOpanl ABJIAeTCA pellieHHem s0O0ro asredpanyeckoro muddepeny HasIbHOrO 
YpaBHeHHA C MOCTOAHHIMH H LesIbIMH KooPPHUMeHTaMH H OMpeHesAeTCA asredpan- 
YeCKHMH HauasIbHbIMH aHHbIMu. DuneppTancueHeHTHBIMH YHC/IaMH HasoBeM 
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BCe OCTAJIbHbIe KOMIMIeKCHbIe ucla. CyllecTBOBaHHe riMmepTpaHcleHeHTHbIX 
YC eCTb CIEICTBHE CUCTHOCTH MHODKECTBA YNCeJI MpOCTO TpaHClleHAeCHTHbIX H 
HeCUCTHOCTH MHODKeCTBA BCeX jleHCTBHTeEIbHbIX HJIM KOMIMJI€KCHbIX UHC. 

OrmeTuM 3/lecb, YTO TpaHCHeHAeHTHOCTb KopHelt ypaBHeHHs pH asireopan- 
heCKHX H JIMHeMHO HESABHCHMBIX 4, @y,.-- 5 En, 


P(X; C8, oe Con JO 


ecTb csleycTBHe oouei Teopemb!l JIMHTEMAHA. 
A. B. JIOTOLIKHMA [9], nonbsyxacb Mou meToom 1929 r., HoKasam Hppa- 
LIMOHAJIbHOCTb OeCKOHEYHbIX MpoHsBeeHHi 


Hes} 


rye a — Wesl0e pallMoOHasIbHoe, a @ — pallHOHasIbHoe KommM1eKcHoe unico. IlyctTb 
p(x) — WenouncseHHbIt ~mosHHOM — MoO KHTeNeH NpH x = 1. Sanulllem ero 
3HaueHiA pH x = 1, 2,... m0 cHcTeme cuHcNeHHA c OCcHOBaHHeM g. Hanniliem 
g-M4HY10 GECKOHEYHYWO [1poOb 


n=0, G1) da,+++5 Vy, Vy,+1) wt oy Fay - **3 


Pe G1, Jo,++ +59», — SHAKM g-H4HOrO pasOKeHHA p (1), gy, .1- ~~ 5G», — 3HAKH 
g-MuHoro passloKeHHA p(2) u T. 0. Torfa unico 7 Oy eT TpaHclleHAeHTHbIM, HO 
He uncom JIVYBUJIJIA. B uactHoctu, npn p(x) = x u g = 10 Oyyer TpaHe- 
I[eH/[CHTHbIM YHCIIO 


n = 0,123456789101112... 


Teopema ata Opisia oKasana K. MAJIEPOM [10, )] ¢ nomoutbio Teopembl 
0 NphOIMKeHHH ayIreOpanyeckKHx HppalWOHasIbHOcTel pallHOHaJIbHbIMH jIpo- 
OAMH, ABJIAOUlaAcA yTouHeHHem Teopemb! T. UIHEMJIEPA sB tom cayuae, 
Kora YACMTeIN HW SHAMeHATEIIN NpHOMMKAOLINX pode OyAYT cneyHanbHoro 
Bula. U3 Toh Ke TeopeMbI CeYeT TpaHCHeH/eCHTHOCTb YHCes 


co A, 
7 = ese ) Akay os (1 + e) A, + In Ak+1, és 0, 
0 


re a> 1, a, %,..., A, A... GOYAYT WebIMH pal[HOHaJIbHbIMH HM NoOOKH- 
TCJIbHbIMH YNCAMH. B yacTHOCTH, ITO YTBePrK/eHHe OTHOCHTCA K UNCIY 


co | 
Lr 2 pany? 


B saksuouenne moet oO30pHoll craTbH A XOUY YKasaTb HEKOTOpbIe Mpo- 
OJIeMbI TEOPHH TPaHClLeH/LCHTHbIX UNCes, HAMOONee BaYKHbIe c MOeH TOUKH speHuA. 
IlepBoouepennol sajauel, Kak 1 FOBOPHJI YxKe paHee, A CUNTAIO LOKasaTesIbCTBO 
B3AHMHOH TpaHcleHeHTHOCTH H HaxoKeHHe HMKHel pani Mepbl TpaHcLeH- 
JCHTHOCTH MHOrHX JorapH@mMoB asreOpanyeckux uNcesl, Tak KaK 9TO CBA8AHO 
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C BOSMOOKHOCThIO NOAXOa K HcceOBAHHIO NoBeeHHA pellleHHi pHoanToBbrx 
ypaBHeHhi uu apPeKTHBHOrO pellleHHA HeKOTOPbIX MpooseM asIreOpanyueckKux 
noeH. Jlanee cyeyveT npo6sema anredpanueckoli HesaBucHMocTH B pallvoHaJib- 
HOM Moyle ycesl Bua ina u af npna,aup asIreOpanueckux. Hakouell, cleqyer 
OTMCTHTb, YTO MO HacTosero BpemMeHH He HalijeHo Mopxojla K BoTIpocy 06 
apumetnyeckoli Mpupoye siimepoBoli KoNcTaHTHI cH C (2 + 1): 


(Tocmynuao 1/1X. 1950 2.) 
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1. One of the goals toward which the reduction theory of the decision 
problem of the first order predicate calculus tends is the reduction of this 
problem to the case in which the formula to be examined as to being satisfiable 
has a particular type of prefix!, as simple as possible. In this direction, the 
classical theorem of Skorem® states that the decision problem is equivalent to 
the satisfiability question of formulae with a prefix of the ferm 


(1) (%1)-- - (%m) (Exy1)- - -(EYn)- 

In addition, without loss of generality, we may suppose the formula in question 

to be binary,* i. e. to contain only predicate variables with two arguments. 
Skxorem’ stheorem has been improved in two directions. On the one hand, 

Gopet has reduced the number m of the universal quantifiers in (1) to three, i. e., 

he has proved that to any first order formula it is possible to construct an 

equivalent binary formula with a prefix cf the form* 


(2) (%1) (%2) (%3) (Eyi)---(Eyn) 5 


here we call two formulae equivalent, if either both can be satisfied or neither. 
On the other hand, Peris has reduced the number n of the existential quanti- 
fiers in (1) to one, by proving that to any first order formula we can construct 
an equivalent binary formula having a prefix of the form? 


1 Whenever we speak about the prefix of a formula, we assume tacitly the formula in 
question to be prenex ; this can be done without loss of generality. 


2 Tx. Skotem, Logisch-kombinatorische Untersuchungen iiber die Erfiillbarkeit oder 
Beweisbarkeit mathematischer Siitze nebst einem Theorem iiber dichte Mengen, Videnskapssels- 
kapets Skrifter, Kristiania, I. Mat. naturw. Klasse, 1920, no. 4, pp. 1—26, especially pp. 4—6. 

3See K. GépEL, Zum Entscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkiils, Monats- 
hefte fiir Mathematik und Physik, 40 (1933), pp. 433—443, especially p. 441. 

4K. G6pEL, loc. cit. 3, especially pp. 441—443. 

5 J. Pepts, Ein Verfahren der mathematischen Logik, Journal of Symbolic Logic, 3 (1938), 
pp. 61—76 and Untersuchungen iiber das Entscheidungsproblem der mathematischen Logik, 
Fundamenta Mathematicae, 30 (1938), pp. 257—348, especially pp. 339—340. 
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(3) (x1) - ++ (%m) (Ey): 
Also Perris’ proof allows to replace the prefix (3) by 


(4) (1) (%2) (Ey) (*3) «++ (%m)> 


being not of the Skolem form (1) but more advantageous in some respect ; 
indeed the individual y whose existence is expressed by the quantifier (Ey) 
depends in (4) on two variables x,, x, only, contrarily to (3), where it depends 


on m variables x,, ..., Xi, 


In the present paper, I shall prove that both results can be combined 
and therefore, the number of universal and existential quantifiers can be kept 
fixed simultaneously. More exactly, I shall prove the 

Turorem®. To any given first order formula it is possible to construct an 
equivalent binary formula of the form 


(5) (x) (y) (Ez) Ny & (x) (y) (u) Ne. 
which can be transformed into any of the prenex forms 


(x) (y) (u) (Ez) N 


and 
(x) (y) (Ez) (u) N 
with, N=N, & N,, where N, and N, do not contain any quantifier. 


As Cuurcu’ has proved, there is no general recursive algorithm by which 
we could decide whether a given first order formula can be satisfied or not.® 


® This theorem is contained in my Hungarian publication: A logikai fiiggvénykalkulus 
with German abstract: Zur Reduktion des Entscheidungsproblems des logischen Funktionen- 
kalkiils, ibid., pp. 73—74 as theorem I (pp. 57—65 and 73—74). The proof given here is not a 
simple translation of that in the quoted paper but some simplifications were performed the 
most essential of which is that here we avoid the use of GODEL’s reduction theorem, so that the 
proof given here is at the same time a proof of that theorem. This result togesther with two 
further theorems was presented at the X‘ International Congress of Philosophy (Amsterdam). 
See Reduction of the decision problem to formulas containing a bounded number of quan- 
rifiers only, Proc, of the Xth International Congress of Philosophy (1948), fasc. Il. pp. 759— 
762, where the proofs are only sketched. 

7 ALonzo Cuurcu, A note on the Entscheidungsproblem, Journal of Symbolic Logic, 
1 (1936), pp. 40—41 and 101—102. 

8 As a matter of fact, CHURCH’s proof applies to the »proof theoretic« formulation of the 
decision problem ; i. e., he proved the impossibility of a recursive algorithm by which we could 
decide wether a given formula is provable from the postulates of the first order predicate cal- 
culus. (The same holds for TuRING’s proof to be quoted in®. However, the equivalence of the 
proof theoretic formulation of the decision problem to the above »set-theoretic« one has been 
proved by K.GépeEx, Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils, Monats- 
hefte fiir Mathematik und Physik, 37 (1930) pp. 349—360. We ignore objections from the 
»finite« point of view. They could be removed by transforming the proof given in the present 
paper into a proof-theoretic one, which can be done after the paradigm given in the paper 
LAszL6 KatmAr, Uber einen Léwenheimschen Satz, Acta Scientiarum Mathematicarum, 7 (1934), 
pp. 112—121, especially pp. 115—121. 
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From an alternative proof of Cuurcu’s theorem, given by Turinc®, it follows the 
non-existence of a recursive deciding algorithm for prenex formulae containing 
8 quantifiers. The above theorem, combined with Cuurcu’s theorem, shows 
that here we can replace 8 by 4. 


2. First we sketch the main ideas of the proof. Let A be the given first 
order formula. According to Skotem’s reduction theorem quoted above, we may 
suppose without loss of generality that A has a prefix of the form (1) and a 
matrix M containing the binary predicate variables F,, ..., F, but no others.! 
In addition, we may suppose that!! m =n. Thus 


A = (x1) -. + (%,) (Eyy) «.+ (Ey,) M 
where 
DE eT ea Ho) X45 vy Xaws'Vas-s 25 Vn) 


is a truth function of the 4In? arguments Fy(% 2 %y), By (Xu %y)s EA: es) 
PAV Ye) (Al, oo 25 bs) sy 1... +50). 

The formula B to be construcied of the form (5) and equivalent to A will 
provide an alternative formalisation of the fact formalised by A, viz. »for any 
Mie. cy X, there are ¥,,'..., 7, such that M holds.« 


The first idea is to reduce the number of quantifiers by replacing »for 
any X,,...,%X,« and»there are y,,...,¥,« by »for any x« and »there is an y« 
respectively, x and y denoting the vectors (ordered n-ads) (x1, ...,%,) and 
(Vi- «++»¥,) respectively. Correspondingly we have to consider the predicates 
F(x, x,), figuiing in M, as relations between the vectors x and y ; therefore, 
we define the predicates G;,,,(x, y) for vectors «= (x,,...,%,) and y = (yy,--+»¥n) 
by Ci usl% fy ee F(x, eon vex 1, els ey el, ...,. 7. Replacing 
B(x,» Xy), F(x, Yy)s PUY a Xy)» F, (Yi2Yx) in M by Gi yy(*, x), Ghiy (x, y) 
Cry, ¥). respectively, we get another matrix M* SN (Giask Cassre oo inns oy) 
and instead of »for any xj,’..., x, there are yj,..., y, such that M holds« 
we can say »for any vector x there is a vector y such that M* holds«. However, 
this proposition does not express the same thing as the original one unless the 
propositions »for any individuals x,,..., x, , there is a vector x with the compo- 
nents x,,...,%,« and »for any vector y there are individuals yj,..., Y, 
belonging to y as its components« are included tacitly. Should we formalise them 


9 A.M. TurING, On computable nnumbers, with an applicaion to the Entscheidungs- 
problem, Proceedings of the London Mathematical Society, (2), 42 (1937), pp. 230—265, espe- 
cially pp. 259—263. 

10 Moreover, according to GODEL’s reduction theorem, we might suppose, A has a prefix 
of the form (2); in the paper loc. cit. ® we did so. 

11 Indeed, if m< n, say, between (xm) and (Ey,) we may insert (%m+1)... (wn) with variab- 
les Xm+1,..., Xn not occuring in 


se8 N 
264 J. SURANY1 


(as parts of B), we should not gain anything, because the first one requires n , 
universal quiantifiers, whereas the second one needs n existential quantifiers. 

In order to avoid this inconvenience, we consider, besides n-dimensional 
vectors (*,, ..., %,) even »p-dimensional vectors« (x1,...,x,) fory=1,..., n—1,? 
Calling, for y =1, the vector (x,,...,%,,) the projection of the vector 
(x1, -++,%,), we can replace the propositions »for any elements 4%, ...,%, 
there is a vector x with the components x,,...,%,« and »for any 
vector y there ate individuals y,, ..., y, belonging to y as its components« by 
the propositions »for any y-dimensional vector x and for any individual x, there 
is a vy + 1 dimensional vector x having x as its projection and x, as its last compo- 
nent« and »for any y»-+1-dimensional vector y there is a y-dimensional 
vector y and an individual y, such that y is the projection and yo is the last 
component of y« (vy =1,...,n—1). The first of the last propositions requires 
two universal and one existential quantifier, whereas the second one requires 
one universal and two existential quantifiers only. 


The above propositions would require four existential quantifiers in all. 
However, we can reduce their number to one by defining a binary descriptive 
function which assumes, on appropriate parts of its domain, the same values 
as the descriptive functions whose existence is expressed by those existential 
quantifiers.1° This is possible, because only one of those descriptive functions 
(viz. that attaching to a vector x and an element x) a vector x having x as its 
projection and x, as its last component) depends on two arguments, while the 
others depend on one argument only. 


Finally, we have to formalize (as a part of B) the connection between the 
old predicates F(x, y) and the new ones Gj,,,(x, y) figuring in the above pro- 
position »for any (n-dimensional) vector x there is an (n-dimensional) vector 
y such that M* holds.« In order to facilitate the expression of this connection 
by a proposition requiring, when formalized, three universal quantifiers only, 
we extend the definition of the predicates Giy,(*,¥) to arbitrary vectors by 
gcnaing Cr(*,¥) = Fy(x,, %,), X, denoting the uw" component of x and y, 
the y” component of y, provided that x and y are vectors of at least and » 
dimensions, respectively; in the opposite case, we agree Ci uy(% y) to be false. 
Then for individuals x, y, G),,(x, y) is the same as F x(x, y) and the connection 
mentioned above is a consequence of the fact that Giy(*,y) does not change 
its truth value if we replace x or y by its projection, provided that x or y is not 
a vector of 4 or y dimensions, respectively; or if we replace x or y, provided 


a For ¥ = 1, we do not make any distinction between the vector (x,) and the individual X4. 
This method of »condensation of descriptive functions« was used at the first time, 
I think, by LAszL6 KatmAr, Zuriickfiihrung des Entscheidungsproblems auf den Fall von Formeln 


mit einer einzigen binaeren Funktionsvariablen, Compositio Mathematica, 4 (1936), pp. 137—144 
especially definition of y p. 141, 
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it is a vector cf ~ or y dimensions, respectively, by its last component and at 


the same time we change the corresponding subscript (4% cr v) to 1. This fact 
can be readily formalized using three universal quantifiers only. 

3. Now, let us expose the proof in its technical details. Suppose first that 
A can be satisfied ; i. e., there is a non-empty set J, and there are binary predi- 
cates @,,...,® as well as descriptive functions 7,,..., 7, of n arguments 
defined over J such that, for arbitrary Rises hes 


(6) DEN Prag SP) ANG ray in 5X 14052 «04 Xp) oe0 «9. Ne Myo. ny %,)) 


holds. Let us form the new set of individuals Y —J+J?+...4+)°,J" 
denoting the set of ordered r-ads! formed of elements of J. We define over Y 
predicates |,(x), (x,y), Xo(x,y) and W7,,,(x, y) as well as partly defined! 
descriptive functions %,(x), %(x), w(x, y) and 7(x) as follows : 


__| true for x€ J” 
yer cie toric e Jz 


On 1s. s Jt). 


RUG LOT S| Xue enes Xp, Xp) © I 5 Va Xasesey Tp 4) CI > (V = 2oee0, OF Tt), 
Xi(x, y) = ks 
false in other cases 


(i. e. X,(x, y) holds if and only if y is the projection of x), 


Xa(x, y) = | 


true for x LE COSA SA BAG Sot Fl (2 Aa) a 


false in other cases 
(i. e. XK, (x,¥) holds if and only if y is the last component of x), 


Dix, Fy) for x = (%q, «. <5 Nyy. -+> Xp) € Je, 
P ruv(x y) = MLV as >'s Vvoerers Yo) € A if e=4,0 =, 
false ia other cases, 


CEs) BOT x) == (245-5). , Xy54,%y) OJ”) (v= 25. ., orn), 
undefined for x € J 


ns) =| 
(i. e. the projection of x), 


DetOtet eas, o.. Xp) CJ 0 (V2... 5», OF 1), 


x — 
ial) nee for x€ J 
2... J” have any element 
14 As a matter of fact, we suppose that no two of the sets J, J”, > ; 
in common (e. g. J does not contain any element of the form (a, b) with a, b, € J); we can 
attain this by replacing J, if necessary, by a suitable set of the same cardinal nia aie 
i ipti functions define 
18 We could replace 4;(x), %2(x), @(x, y) and (x) by descriptive 
throughout Y by defining them arbitrarily (e. g. by making equal them to x) at every piers ner 
they are undefined. However, they are used only provisionally ; later on, we shall replace _ 
them by the descriptive function {¢(x, y) defined throughout Y. 
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(i. e. the last component of x), 


(yy + 25 Xpongsy) for 7 = (Kyo 25 Xyeni) Col a lye er n) 


undefined for x€ J” ory€ J? +... +J" 
(i. e. the vector formed of the projection x and of the last component wae 


ms (111( X15+ + +5 Xn)s + + +5 Mn(Xy>+ ++» Xn) forex a=. (X42) deals We 


(x) a 
undefined for x€ J + J? +... +J7—. 


Then we havel® by (6) and by the definition of M*, for any x€ Y, 
(7) I, (x) > In (7 (@)) M*(Yir, Pare, ++» Minn 5 x, 1) (x)) , 


further for any x,y,u € Y 


(83) bats) h)> bey) X,(@ & »), x) Xz (@(%y)¥), 
(9) 1 (x) > b—(% (x)) Xi (x 1 (x)) ; (?. =2..... 0 
(10) Ay (x) > hh %2(%)) Ko, %2 (*)) 


(1) | Shc), he be. 


Vist Teak 
blev 


Xi (x; y) u(x) > ( Pauw (x, u) ~ P iu (¥, Uu) 


(8), (11) and (14), (15) are quite obvious on account of the definition of predi- 
cates and descriptive functions involved. To prove (12) suppose that the ante- 
scedent holds; on account of X,(«, y) xis a Q-dimensional vector (0 = 2, ..., or n) 


and y its @—1-dimensional projection ; by I(x) we have @ F~ uw. If 0 <u, we 
have @— 1 =; if wu is a vector of at least » -dimensions, then, denoting the 
components as usual by suffixes, we have Y7,,,(x, u) = D(X,» Uy), Paw lr ¥) = 
Oi(Yus u,) = D(X, u,); in all other cases (i. e. if 9 < ju, or if u is a vector 
of at most y— 1 dimensions), we have Vi y(x,u) and Y7,,,(y,u) both false. 
(13) can be proved quite analogously. 


Teo ne eae ; ‘ : ‘ 
For simplicity, we omit conjunction sign (except at the end of a line when dividing 
formulae). For abbreviation of a conjunction or of a disjunction of many terms, we use product 
and sum sign, IT and 2, respectively. 
17 = 
(12) for “ =n, (13) for » =n, (14) for uw = 1, (15) for y = 1 are superfluous and 
have been retained for the sake of uniform writing merely, 
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4. We can replace y,(x), 7(x), w(x, y), (x) by a single binary descrip- 
tive function ¢(x,y) defined throughout Y according to the table!8 


mS 
i ee ee cs 
J | ex, y)} x4(y) u(Y) | xa(y) 
J? | a(x, y)! xaly) | x x x 
x€ x a x x 
J7—*) w(x, vy), « x | oly) x 
Sane aX) x x x rly) 


Pi more. aay == ln 1, y 6 J: 
7 (x) formeceary.c.); 
Mees iy) for xe J, yes”, 9=2,...,n, 
eee tOtaes Colney Co), P= Dec.) Tt; 
x fore Ce ry Ga) es ts Vie Dees xy Thy [ae Y 


By means of {¢(x,y) we can write (7) — (10) in the form 


(7’) IG) L(y) = (4 (x, y)) M*(Y 41, F199 a IE C(x, y))s 
(8) Iy—-a(x) L(y) > h(E (~, y)) XalS (Xr ¥)1 x) Ko(S (x, ¥), ¥)> 

(9’) L(x) boy) > Iv C, y)) Xa, Sy), 

(10’) 1px) In(y) > h(E (x, v)) Ke (y> 2 (xy) 


Now, let us form the conjunction of (7’)— (10’) on the one hand (for » = 
=2,...,n in (8’) — (10’)), of (11) — (15) on the other hand (forjA—1,...,1; 
f,vy=1,...,n in (12) —(15)), then replace ¢(x,y) throughout by an indi- 


vidual variable z and the predicates : W441, W439, «+ +> Winns Ka Mo dy ---> In 
Seti sella, 11,73. 25 1, Tespec= 


(Vee 2 seria, Th) 


by certain predicate variables G11, Gy, -- 
tively; thus we get the matrices 


N; e-N (Gi31> Grt9900+9 Ginns Hi, 1, ees I, 9X, > z) on [In(x) I(y)> I,(2)- 


. 


M*(C.14, Csia5-+ <> Gian 5X, 2).] + iW {[ T,-1(x) Iy(y) > 1(2) Hy, *) H(z, y)]- 
~ [h(x) Ib (y)—> pa (2) Ay (y, 2) ] + Ub (*) Do (vy) > Th (2) Aa (> 2) 0}, 


18 It does not matter how we define {(x, y) for xe JH, yEJ*, MAL VAL MAY. 


8 Acta Mathematica 
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N= Ny (Gyiys Grias- +> Ginn Hy, Hoy Ty, -s In Xs Vout) = 2 alle 


Ruercy T(x) Ty (x) - qo TT { (Hy (x, 9) In (%) > (Gi (x, u) ~ Gi (y, u))] - 

Miekv ; 

- | H,( (x y) ae: (x) —> ( Gipy ( u,X)~ Gi (u, y)] [H, (x, y) Tn (x) —> (Ci (x,u) ~ 
~ Gay u))] + [Hy (x, x) Tp (x) > (Cay (x, u) ~ Cryy(y, u)) }}. 


By what we have proved, the formula 


B = (x) (y) (Ez) Ni(Gii, Gra, ---> Guia stl ty Has Tyy nay RSs 95 oo 
& (x) (y) (u) No(Gizi Gira, «+> Gino -Hy, He Le  Lae ys u), 


obviously of the form (5), can be satisfied if A can; indeed, B is satisfied on Y 
by choosing Gy = Pri G2 = ira: + +> Ginn = Minny Hy = Ky, Hy = Xo = by 
sep bel b, 

5. We have still to show that also conversely, if B can be satisfied, the 
same holds even for A. Suppose B can be satisfied ; i. e., there is a (non-empty) 
set Y’ and there are binary predicates Y4,,, Wy10, - ++» inns 2X1» X2, unary predi- 
cates |,,...,1,, as well as a binary descriptive function ¢ defined over Y’, 
such that, for arbitrary x,y, u €Y’, 


NG (etry giasec as tem Ns atl por ee eT 

and 
Ng (Pants 2 itge: + yok boas AN Nos see Las ee 

consequently (7’) — (10’) and (11) — (15) hold. Let a’ be any element of Y’. 
By (11) we have I,(a’) for one of » =1,...,n. In case » >1 we have 
I, (¢(a’, a’)) by (10’); therefore, the set J’ of the elements x of Y’ for which 
I, (x) holds is not empty. We shall prove that A can be satisfied on J’. Let 
Xy,...,%, be any elements of J’ so that 


(16) 1,(x,); for eae ley eean 

We define 

(17) AH see 

(18) nM) == C(xu—), Xy) fOr ps =e 256.5, The 
(19) yh) = C(x), 2), 

(20) V0) eet (are ee for ¥ =n,...,2, 
(21) xv = C(y™, y) for » = 2,...,7n, 
(22) n=y”. 


We prove by induction 


(23) Lu(x) for 4 = il,.... 7: 
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For “4 =1, (23) follows from (16) by (17). Suppose that (23) holds for 
some “ (1 =u =n — 1); then by (16), with uw +1 instead of u, we get from 
(8’), with y=w+], x = x, ¥=%,41, the truth of |... 1(0 (c&™,x,, . ,)); 
i. e., by (18) with 1 + 1 instead of y, the truth of eee) 


Now we prove by induction 
(24) FG's) i oy a= eg 


For vy = n (24) follows from (7) with x = x"), y= x4; by (23) with w= n; (16) with 
44 =1,and (19). Suppese that (24) holds for some y, 2 =v =n; then, by (16) with 
#=1, we get |p: (C(x, y)), from (9’) with « =x, y =y™ i. e., by (20), 
the truth of |, _s(y°~”). 

Again we prove 


(25) Kon Sees 


For v = 1, (25) follows feom (24) with »v = 1, by (22). 


For y =2,...,n , we get by (24) from (10’), with x=y”), L(c(y™, y)) 
which is, on account of (21), the same as (25). By (25), we have y,,...,y, €J’: 

6. By (23) with »=7; (16) with » =1, and (19), we infer from (7’) with 
x =x), Spee 


(26) MP rake oo eine i Ys 


By (23), (16) and (18) we get from (8’), with y =p, x =x"), y = Ky 


(27) K(x, ae—})) 
and (a= 2.3 ee ih). 
(28) Xalx), x1) 


Further, by (16), with », = 1, (24) and (20), we infer from (9’), with x = x1, y =v") 


(29) Xi(y™, y¥"—Y) (vy = 2,.--,m) 5 
by (24) and (21) we get from (10’), with x =y = y'"), 


(30) Xoly™, yr) (¥ = 2,-+-50) - 
Now we prove 
(31) Py py(x, y) Papy (x , ¥) 


for A = 1,...,03 5, ¥=1,. 203 OH Mye +g M3 THM, NL 


= 


For 9 = o =n, (31) is trivial. Suppose that (31) holds for some @ andoifu+1= 
=p =n, » So =n; by (23) with @ instead of y and (11), with x = «®) 


8* 
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(which imply I(x?) and by (27) we get from (12), with x =x), y= x2—), = 2, 


iy ees yO) ~ Wu (xe) , ¥()), 


which gives by (31) 
Py y(x™, yO) ~ Wy u(xe—) , ¥), 


i. e., (31) with @— 1 and o instead of @ and a. Quite analogously, by means of 
(29), (24) and (13) instead of (27), (23) and (12), we infer that if (31) holds for 
some @and o with « =o = n,» +10 =n, then the same is true even for 
0 and o —1 instead of @ and o. Thus, by induction, we obtain (31) for « =o =n, 
vy =o =n, as stated. In particular, we have 

(32) Py role , 7) ~ Pa yl, y) (A= 1... 25105 ed 1-2 es n). 

On the other hand we prove 


(33) Paur(x™, ¥™) ~ Fawlty, y™) (A=1,...,13 wy 1.250); 


For « =1, (33) is an obvious consequence of (17); for 2 =u =n, by (28), 
(23) and by (32) it is a consequence of (14) with x =x, y =X, U = y, 
Similarly, we can prove, using (22), (30) and (24) and (15) (with 1 instead of 4) 
instead of (17), (28), (23) and (14), that 


(34) Piw(%u.y) ~ Pan(xus yr) (A =1,...,03 4 = 1, su, 2) - 
(32), (33) and (34) imply 

(35) Pure), 0) + Paral xi 5 Vy) | (Ale does et bee een cee 
Quite analogously, we can prove 


(36) Papr(x, ac(")) Sang Pau(xu > Xy)s 
(37) Pawly™, xln)) ~~ Panlyy : Xy) (A 


and 
(38) Pawly™, yy) we Paul yu ° vv) 
By means of (35) — (38), we infer from (35) and (26), on account of the defi- 
nition of M*, 
M (Pits: t 49 Pin 9 Myo0 + +> Xn Vq>-- ye 5 


that is, the predicates Yj), ..., 4, satisfy A on J’. Thus the equivalence of 
A and B has been proved, and so our theorem holds. 


(Received 24, April 1950.) 
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BKJIATbI B TEOPHIO MPHBEJEHUA MPOBJIEMbI PASPELUMMOCTM 
Bropanv cratbA 
Tpx oOmlMe OHH 9KcHcTeHUHablii KBAaHTOpH 
A. WYPAHU (Bypzanemr) 
(Pe3iome ) 


Teopema, OKa3bIBae Ma B ITOH paOore ABJIAeETCA OHOBpPe MEHHO H OOOCTpeHHeM Kwlac 
cHyeck of TeopeMbI LIkone ma? H yruyOneHHeM, aHHbIM Tepenb4-em H Temuc5-gM. 

Teopema: K kako (bopMyme TorHuecKoro HCUHCAeHHA bYHKUH MOKeT OpiITh Mo- 
CTpoeHa TaKaA, KOTOPaA C TOUKH 3peHHA YOBMETBOPAe MOCTH 9KBHBaJeHTHa eH, OHH9IPHa H UMeeT 
Buy (5), TaKHM 0Opasom MOET GbiTb MpHBeseHa K Mp9HeKcHOH Popme H B Buse (x) (y) (z) (Eu) N 
H (x) (vy) (Eu) (2) N. 3necb N=N, & N, He cose poKHT KBaHTOpa. 

Wjex foKkasatTenberBa cieqyiomand : MOXKHO CuHTaTb, ¥TO JaHHaA *OpMysa HMeeT BHI 
(x,)...(Xn) (Ey,)... (Eyn) M, re MaTpHita He cose poKHT HHyero APyroro Kpome @YHKUHH F,,..., 
F, (ByxX MepemeHHEIX. Hopas OOacTh HHAHBHAYYMOB MyctTh GyeT MHOKECTBO (X,,..., Xn) 
n-M€PHBIX BEKTOPOB, HOBbIe (PYHKIHH You (x, v) = FA (Xp, Vv), TAC Xu W Vy KOMMOHEHTHI BeK- 
TOpoB xX H y. C MOMONb1O 9TOFO AaHHasH (POPMYa MOKET OLITb 3aMeHeHa HEKOTOPOH MpepuKcoH 
(x) (Ey). Crpyktypa HoBOH oOacTH HHAHBAAYYMOB H CBA3b HOBLIX (@YHKUHH MOKeT ObiTb 
Tora OMHcaHa MaJIbIM YHCIOM KBaHTOPOB, eCH B OOaCTb HHAJHBHAYYMOB MbI IPH MeM H BeK- 
TOpbI Gonee HHSKOH MePpbI, 4eM 7 H POPMaIH3HpYeM CeLYomHe YTBEPIKLeHHA: »BcAKHH Bek- 
TOP X= (X,,..., Xv) HMeeTv—I1 MePHY10 »MpoeKuHW« X, (x) = (X,,-.-, Xy—1) — CyMecTBYeT ero 
TlocweqHHH oemeuT X,(x) =X» — HaKOHell BCAKOMY MeHee yeM M-Me€PHOMY BeKTOPYy H 
BCAKOMY 9JIeMeHTY y MpHHaexKHT BEKTOP w(X, y) MpoeKWHA KOTOPOrO X, a MocneqHHH 9Je- 
MeHT-y«. TakKHM 00pa30M MocTpoeHHbie yeTbIpe apHdMeTHyecKHe YHKUHH X, (x), X; (x), 
@ (x, y) H (BeKTOp) 7 (xX) =()1,---, Yn), KOTOPbIM NO JaHHOH opMyse COCTOHT H3 91e MeHTOB 
Vi)+++, Vn, KOTOPbIe MOFYT GObITb HalifeHbI K »KOMMOHEHTa M( BCAKOFO BeKTOPa X = (X,,...+, Xn), 
werko MoryT ObiITb OObEMHHEHHI B OLHY apHMeTHYeCKY!O PYHKUHIO [BYX Tepe MCHHbIX, HalipH- 
Mep TIpH NomomHH tTaOnMub cTp 267. ITY apHMeTHueCKY!O *YHKUHIO ONpexerAT POpMYIbI 
(7’)—(10’), #3 KOHBIOHKUHH KoTOpbrx cneqyet N,. (11) rapaktHpyerT pasHHWyY BeKTOpOB pa3- 
JIM4HOK Hue. PYHKNHH MOryT ObITb OMpefeeHbl JIA BEKTOPOB OOOH MEPbI C TEM, 4TO 
ecIH X BEKTOP MepbI MeHbUeH , a y v, TO MycTh YZ ,up(x, y) HepepHo. Tora B Piuv(x, y),x, 
MoryT ObITb 3aMeHEHbI CBOeH MpoekiHeH, 3a HCKIOUeHHEM TOrO Cyan, KOrfa X KaK pas [- 
MepHBI, y v-MepHbIii. B 9TOM CaYyae BEKTOP 3aMeHAeCTCA CBOHM MoCJe{HH M 9/1 MCHTOM, CCJIH 
O{HOBpe MEHHO H COOTBETCTBYIOWIHH HHeKc H3MeHAeTCA Ha 1. ITH YTBeEPKMeHHA (pOp MaJIH3H- 
pyer (12)—(15). Hs konbionkunn (11)—(15) Mpoucxogut N,. Popmy.ia (5) o6pa3s0BaHHas v3 
9THXx N, H N, OyfeT 9KBHBaeHTHa faHHOH dopmyste. 


v4 


i. 


Saas of cp 


> 


o 8) (hs 


ELEMENTARER BEWEIS EINER ISOPERIMETRISCHEN 
UNGLEICHUNG , 


Von 


L. FEJES TOTH (Veszprém) 
(Vorgelegt von G. HaJos) 


Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist eine vollig elementare, einfache 
und anschauliche Ableitung folgenden bekannten! Satzes : 


Es set F der Flécheninhalt, L der Umfang, r der Inkreishalbmesser und 
R der Umkreishalbmesser eines einfach zusammenhingenden Polygons. Dann 


gelten folgende Ungleichungen : 
(1) L? —4x F = (L — 2ar)?, 
(2) L? —4nF = (22R— L)?. 


Es sei bemerkt, dass bei dem Ubergang von einem nicht konvexen Gebiet 
zur konvexen Hiille L verkleinert, F' vergréssert wird, wahrend R unverdndert 
bleibt. Daher geniigt es die Ungleichung (2) fiir konvexe Vielecke zu beweisen. 
Dagegen kann von der Giiltigkeit der Ungleichung (1) fiir konvexe Vielecke 
nicht unmittelbar auf ihre Giltigkeit fiir beliebige Vielecke gefolgert werden. 
Im Folgenden werden beide Ungleichungen auf einen Schlag bewiesen und 
zwar fiir beliebige Vielecke.? 


Der Beweis beruht auf zwei Hilfssatzen : 


Hirrssatz 1. Es bedeute S ein System von einer endlichen Anzahl von 
Strecken, die in beliebiger Weise auf die Ebene ausgestreut sind und t; die Mittel- 
punktsmenge derjenigen Kreise vom Halbmesser @, die S in i Punkten schneiden. 


Dann gilt® 


t, + 2t, +3t, +... =4Se. 


1 BonNESEN—FENCHEL, Theorie. der konvexen Kérper (Berlin, 1934); A. S. BesicovircH, 
A variant of a classical isoperimetric problem, Quart. Journ. of Math., 20 (1949), S. 84—94. 

2 Es ist leicht zu erkennen, dass unser Beweis vom Boden der Integralgeometrie erwachsen 
ist. So sind z. B. auch die untenstehenden Hilfssatze Spezialfalle gewisser integralgeometrischer 
Formeln, und zwar Hilfssatz 1 eines Satzes von Poincar, Hilfssatz 2 der kinematischen Haupt- 
formel von BLASCHKE (W. BLASCcHKE, Vorlesungen iiber Integralgeometrie, Bd. I.,(Leipzig—Berlin, 
1936)). 


3Im folgenden bezeichnen wir eine Punktmenge und ihr lineares bzw. zweidimensionales 
Mass mit demselben Symbol. 
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Es sei zunachst s —= AB eine einzige Strecke. Wir betrachten den 
Parallelbereich der Strecke s von Abstand @ und iiberdecken ihn zweifach 
mit Papier. Wir bezeichnen den um A bzw. B geschlagenen Kreis vom Halb- 
messer 9 mit K,, bzw. K, und scheiden K, vom oberen, Ky, vom unteren 
Blatt aus. Dann stimmt der einfach, bzw. zweifach iiberdeckte Teil 7,, bzw. 
t, der Ebene mit der Mittelpunktsmenge derjenigen Kreise vom Halbmesser @ 
iiberein, die s in einem, bzw. in zwei Punkten schneiden. Somit ist T, + 2T, 
die Inhaltssumme der Papierblatter : 


tT, +21, = 2(20s + 207) —220? =4so. 


Betrachten wir nun den allgemeinen Fall. Wir versehen jede Strecke des 
Systems S mit je einem soeben betrachteten Papiermodell. Es leuchtet ein, 
dass ein Kreis vom Radius og, dessen Mittelpunkt auf einen i-fach bedeckten 
Teil der Ebene fallt, das System S genau in i Punkten schneidet.* Somit ist 
t, + 2t, +... nichts anderes als die Inhaltssumme 4So der Papierblatter, 
womit Hilfssatz 1 bewiesen ist. 


Hixrssarz 2. Wir bezeichnen mit f, die Mittelpunktsmenge derjenigen Kreise 
vom Halbmesser @, deren Durchschnitt mit einem vorgegebenen, einfach zusammen- 


hangenden Vieleck F aus i Teilgebieten besteht. Dann gilt 


fi +2f. +3f, +... = F+Lo + 270%, 


Um dies einzusehen, zerlegen wir F durch etwa k Diagonalen d,, ..., d, 
ink + 1 konvexe Teilvielecke Fy, ..., F,,, vom Umfang Ly, ..., L,,,. Wir fiigen 
zu jedem Teilvieleck das Papiermodell seines Parallelgebietes vom Abstandg 
hinzu und heben von dem so entstehenden, zum Teil mehrfach tberdeckten 
Papiermodell des Parallelbereiches von F die Papiermodelle der Parallelbereiche 
der Diagonalen d,, ...,d, heraus. Die Inhaltssumme der zuriickbleibenden 
Papierblatter ist dann 


k+1 k 
= (F, he L,o + m0") a > (2d, - 0") = F + Le + m0", 
v= mel 


Andererseits ist der von den Papierblattern i-fach bedeckte Flachenteil 
genau f;. Schlagen wir namlich um einen i-fach iiberdeckten Punkt einen Kreis 
vom Halbmesser g und bezeichnen die Anzahl derjenigen Teilvielecke, die mit 
diesem Kreis einen gemeinsamen Punkt besitzen, mit i+ j. Dann ist die Anzahl 


* Dabei_ sind die Schnittpunkte der Multiplizitat nach zu rechnen. D. h. lauft der Kreis 
durch einen Punkt, in dem etwa zwei Strecken des Systems sich schneiden, so muss dieser 
Punkt als Schnittpunkt zweimal gezahlt werden. 
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der von der Krejsscheibe getroffenen Diagonalen offenbar J. Da aber die in 
einer getroffenen Diagonale zusammenstossenden beiden Teilvielecke nur eine 
einzige einfach zusammenhangende Komponente zum  Durchschnitt des 
Kreises und F ergeben, so ist die Komponentenzahl um j weniger als die Anzahl 
der getroffenen Teilvielecke, d. h. tatsdchlich i. 

Damit ist der Hilfssatz 2 dargetan. 

Nun fehlt zum Beweis der angedeuteten Ungleichungen nur noch ein ein- 
ziger Schiitt. Wahlen wir @ so, dass r =o =R sei und betrachten das zum 
Umfang L des Vielecks gehérige Papiermodell I des Hilfssatzes 1, sowie das 
zum Vieleck gehérige, im Hilfssatz 2 beschriebene Modell II. Da neben der 
obigen Wahl von g weder ein Kreis vom Halbmesser 0 ganz im Inneren von F, 
noch F' ganz im Inneren des Kreises liegen kann, so gehéren zu jeder Kompo- 
nente wenigstens zwei Schnittpunkte. Mit anderen Worten: auf jeden 1-fach 
tiberdeckten Punkt des Modells II fallen wenigstens 2i Blatter des Modells I. 
Somit ist der Gesamtinhalt der im Modell I enthaltenen Papierblatter wenigstens 
zweimal so gross wie im Modell II. Folglich gilt 


4Lo = 2(F +Lo +20), 
d.h. : 
L?— 4x F = (L — 220)? (7 =o =R), 
womit (1) und (2) bewiesen ist. 

Beschrankt man sich auf konvexe Vielecke, so geniigt es, sich statt auf den 
Hilfssatz 2 auf die Inhaltsformel der Parallelbereiche zu berufen. In diesem Fall 
ist der obige Beweis eine Ubersetzung eines integralgeometrischen Beweises der 
isoperimetrischen Ungleichung von Sanra.6 in die Sprache der Elementar- 
geometrie. 

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass der obige Beweis auch eine Diskussion 
der Frage zulasst, wann in unseren Ungleichungen — die ihre Giltigkeit natirlich 
auch fiir beliebig gestaltete Bereiche behalten — das Gleichheitszeichen stehen 

_darf. Darauf wollen wir jedoch nicht naher eingehen. 


(Eingegangen am 27. Mai 1950.) 
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QJIEMEHTAPHOE JIOKASATEJIBCTBO OJHOrO WUSOMEPMHMETPH- 
YECKOPO HEPABEHCTBA 


JI. PEED TOT (Becnpem) 


(P6310me) 


IIpocroe semMeHTapHoe OKasaTeJIbCTBO CEA YIOUIHX HSBECTHBIX YIYuWIeHHH H3OTe pH- 
MeTpHyecKOro HepaBeHcrTBa : Ecnuu T o3HayaeT Momasqb HekoToporo (He OOf3aTebHO BbINYK- 
JIOr0) OMHOCBASHOCrO MHOororpaHHnka, L ero Nepamertp, rH R pasHycbl BUHCAHHBIX H OMHCaH- 
HbIX OKPY)KHOCTeH, TO 


L?— 4nT = (L—2ar)2, 
L? — 4aT = (22R — L)?. 


SUR LES NOMBRES DE LIPSCHITZ GENERALISES 


Par 
AKOS C3ASZAR (Budapest) 
(Présenté par F. Riesz) 


1. Introduction. On sait bien que, dans plusieurs parties de l’analyse, 
on considére des classes de fonctions qui — sans étre dérivables — présentent 
une certaine sorte de continuité réguliére. Par exemple, dans le probléme de la 
convergence des séries de Fourier, c’est la condition de Lipschitz qui intervient 
trés souvent. Cette condition peut s’énoncer de la facon suivante : pour des 
valeurs convenables de K et ¢, on doit avoir 


[f(x +h)—f(x)|<K|h|t, (0<|h| <2). 


L’exposant a qui figure dans cette formule satisfait d’habitude a linégalité 
0 <a =1, puisque c’est dans ce cas que la condition assure la continuité de la 
fonction f (x) sans impliquer sa dérivabilité. 

Pour a =1, la condition de Lipschitz équivaut évidemment 4a ce que les 
quatre dérivées de Dini de la fonction f(x) soient finies. I] est naturel de consi- 
dérer dans le cas a < 1 aussi les limites extrémes des quotients 


Jie eh) I oe I) — Fle fh) 
he 7 he 


c 


prises pour h—> + 0. En connaissant les relations étroites qui lient les valeurs 
des dérivées de Dini d’une fonction quelconque, on peut poser la question si 
des relations semblables existent entre les limites analogues pour a < 1. C’est 
A.S. Besicovircu [1] qui posa ce probléme et qui atteignit les premiers résultats 
dans cette direction. Ses résultats peuvent étre résumés ainsi qu’il suit. 


Employons les notations : 


T, x a peut 4 : x +h) —f (x 

j Aa) aan I a0 4 fA ) ) La f (x) — lim LK ae a UA ) * 
x Li = : x) —f(x—h 

Tete tm LOSE yi) atm LSE 

er gs he h—>+0 


Le théoréme classique de Densoy sur les dérivées de Dini montre qu’on a 
presque partout 
Li f(x) =0, La f(x)2=0, Le f(x) =0, Lf) 


IIA 


03 


278 A, CSASZAR 


Besicovircu établit que Lt f (x) et LZ f (x), tant finis sur un ensemble E, sont 
égaux presque partout sur E; une proposition semblable étant naturellement 
valable pour Lt f (x) et L f(x). La démonstration de Bestcovircu ne peut étre 
appliquée que sur des fonctions mesurables, mais j’ai réussi dans un ouvrage 
récent [2] de la simplifier et en méme temps de la rendre valable pour des 
fonctions quelconques. Quant au lien entre les limites supérieures et inférieures 
des cétés opposés, étant trés fort dans Je théoréme de Densoy, Bestcovircu montra 
sur un exemple qu’il n’existe pas dans notre cas, puisqu’il construisit une fonction 
telle qu’on ait presque partout 


—oco < Lit f(x) =L7f (x) <La f(x) =La f(x) < +00. 
L’un des but de ce mémoire est d’établir une autre relation entre les 


limites lie f (x) etc., notamment que si deux de ces limites d’un méme cété sont 
finies presque partout sur unensemble E, alors toutes les quatre sont finies presque 
partout sur E. Ou, dans une autre forme : si une fonction satisfait a une condition 
de Lipschitz unilatérale sur un ensemble E, elle y satisfait presque partout a une 
condition de Lipschitz bilatérale du méme exposant. 

Ce résultat sera établi dans ce qui suit dans une forme plus générale. 
Nous donnerons le réle joué par la fonction h% dans la définition des limites 
Li f (x) ete. a une fonction p(h) soumise A quelques conditions convenables. 
Trois de ces conditions s’imposent tout naturellement, a savoir 


1. y(h) est croissant pour h> 0, 
2. lim g(h) = 0, lim g(h) = +00, 


h—>+0 h—>+0 


_ 9h) 
3, I ee 
jens h See 


| 


La quatriéme condition consiste de ce que y(h) doit étre une fonction 
logarithmiquement concave, c’est a dire elle doit étre de la forme 


p(h) = exp (P(log h)), 


oi P(t) désigne une fonction concave (qui peut étre Jinéaire ot avoir des parties 
linéaires). L’utiJité de cette condition n’est pas évidente, on la reconnait cepen- 
dant en analysant les raisonnements de nos démonstrations. 
La fonction y(h) étant soumise aux quatre conditions précitées, consi- 
dérons les limites 
— f(x +h)—f (x) 


bp fe) - ay p(h) 


etc. 


que nous appellerons nombres de Lipschitz généralisés. Nous démontrerons les 
théorémes suivants : 
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(1.1) Le f(x) et Lo f (x) étant finis sur un ensemble E, ils sont égaux 
presque partout sur E. 


(1.2) Loja) et Lig f(x) étant finis sur un ensemble E, Lo f (x) et 
Lag f (x) sont aussi finis presque partout sur E . 

La démonstration de (1.1) ne différe pas essentiellement de notre démon- 
stration pour le cas spécial y(h) =h*. Par contre, le théoréme (1.2) sera la 
conséquence de plusieurs théorémes auxiliaires qui concernent quelques classes 
de fonctions qui jouent un réle analogue dans nos raisonnements que les fonc- 
tions a variation bornée jouent dans les théorémes sur les dérivées de Dini. 
Nous poursuivrons l’analyse de ces classes de fonctions un peu plus loin que 
c’est nécessaire pour la démonstration de (1.2), et établirons des théorémes 
analogues a ceux de Densoy concernant les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu’une fonction soit dérivable presque partout. 

Parallélement 4 ces problémes, nous traiterons les problémes analogues 
concernant les nombres de Lipschitz généralisés approximatifs, c’est a dire les 
limites 

Zt fy) < iw (tS 
: h—>+0 p(h) 


etc. 


Nous établirons des résultats parfaitement semblables aux précédents, en nous 
bornant au cas de f(x) mesurable. Le théoréme analogue a (1.1) se trouve, pour 
le cas spécial g(h) =A", dans la note citée [2]. Les raisonnements qui figurent 
dans le traitement de ces questions restent essentiellement semblables a ceux 
qui servent 4 démontrer les théorémes (1.1) et (1.2), mais se compliquent un 
peu en conséquence de la nature plus délicate des limites extrémes approxi- 
matives. 

2. La fonction ¢(h). Dans ce qui suit, y(h) désignera une fonction définie 
pour h> 0 et jouissant des propriétés suivantes : 


(2.1) p’h) est une fonction croissante au sens strict, 


(2.2) lim g(h)=0, lim 9(h) = +00, 
h_>0 h_>+ « 
h 
(2.3) lim #( ) = +0Oo, 
h>+0 h 


(2.4) g(h) =exp (P(logh)) , o& P(t) est une fonction définie pour 
—oco <t< + Coet concave au sens large. 

Conformément a (2.2), nons poserons 7(0) = 0. 

Il est aisé de voir que — en conservant la condition (2.4) — les conditions 


(2.1) a (2.3) peuvent étre remplacées par les suivantes : 
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(2.5) D(t) est une fonction croissante au sens strict, 


(2.6) lim @(t) =—co, lm @(t) = +0o, 


t—> —2 t> + 


(2.7) lim (®(t)—t) = +00. 


Dans nos raisonnements, nous n’aurons besoin de la fonction gy(h) que 
pour les valeurs petites de h, c’ est A dire, la fonction O(t) ne doit étre définie et 
s atisfaire aux conditions (2.4) — (2.7) que dans un intervalle— co <t <7. 
Cependant, pour éviter toute complication dans les énoncés, nous supposerons 
toujours 7 — + co. Ce n’est pas une restriction de la généralité, puisque toute 
fonction @(t) satisfaisant aux conditions (2.4) — (2.7) dans Tintervalle 
—oo <t <7, peut étre modifiée d’une fagon qu’elle reste invariable pour 
—oco<t<7' <7 et satisfasse 4 ces conditions pour —CO <t< +4©Co. 


Comme exempies des fonctions de ce type, nous citons 
p(h) =h* qui résulte de D(t) =at, (0 <a <l), 


p(h)=h log qui résulte de ®(t) =t + log (—+), 
p(h) =h exp (low; qui résulte de O(t) =t +(—t)P, (0 <P <1). 


Dans ces deux exemples derniers, la remarque précédente doit étre employée. 
Nous résumons quelques conséquences immédiates des conditions 
(2.4)—(2.7) qui seront employées plus tard. 
(2.8) La dérivée @'(t) existe pour— co <t < +00, exception faite d’un 
ensemble dénombrable de valeurs de t, est une fonction décroissante (au sens large) 
et satisfait a Vinégalité 


0: ce Di(t)iaee le 


Démonstration. Ce n’est que la derniére inégalité qu’on doit démontrer. 
Or, si Pon avait, pour une valeur ty, ®’(tj) = 0, on aurait ®’(t) =0 pourt > ty 
et P(t) ne serait pas strictement croissant. Si ’on avait D’(t,) = 1, on aurait 
®t) =1 pour t <t,, c’est A dire O(t) —t serait non-décroissant pour t<t 
et ne pourrait pas avoir la limite -+- co pour t—> — oo. (Dans tous ces raisonne- 
ments nous utilisons le fait que ®t) est une intégrale indéfinie de sa dérivée.) 


(2.9) On a p(Ah) SA + p(h) pour A> 1. 


Démonstration. On a 


(Ah . 
ai =exp | P(log Ah) — ® (log h) )=exp( Pogh + log A) — ® (log i), 
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mais, log A étant positif, nous avons en vertu de (2.8) 


log h + log A 
P(log h + log A) — Plog h) = | @’ (t) dt Slog i, 
log h 


et, par conséquent, 


Ah 
rie = exp (log 4) =A, 
g(h 
ce. q.f.d. 
y (Ah) Ne 
(2.10) est une fonction non-décroissante de h pour 0 <A < 1 fixe. 


p(h) 


Démonstration. On a 


AR 
p(h) 


. 
? 


— P(log h == (Dp ‘ 
- (log h + log 2) — P(log h) ise) 
log A 
P(t) étant concave, le quotient 
P(log h + log 4) — (log h) 
log A 


est non-croissant quand fh croit, ce qui donne l’énoncé, log 4 étant négatif. 
Désignons par p(u) la fonction inverse a p(h). On voit aisément qu’elle 


jouit des propriétés suivantes : 
(2.11) p(u) est défini pour u> 0, il est croissant au sens strict. 


(2.12) On a lim y(u) = 0. 
u—> +0 


(2.13) y(u) = exp (VW (log u)), 0% Y(v) désigne la fonction inverse a P(t), 
donc une fonction croissante et convexe (au sens large). 


Nous poserons y(0) =0 conformément 4 (2.12). 


Nous avons encore 
(2.14) Pour 1<A SA, et u Sup, on a 


p(Au) = K(2p, uo) + 4» plu): 


Démonstration. On trouve facilement 


y(Au) = exp (WV (log u + log 4) — ¥ (log u)), 
p(u) 
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et 
logu + log /\ 
Y (log u+ log A) —'P (log u) = W'(v) dv. 
log u 
Désignons par M(4o, up) la borne supérieure de Y’(v) dans lVintervalle 
0 <v Slog uy + log Ay (une telle borne existe, comme Y’(v) est monotone), 
on a alors 
Y (log u + log A) — W(log u) S M(Ap, up) - log 2, 


donc 


YAN) eM ee Kee ee 


c.q.f.d. 


3. Les fonctions (Pe) etc. Dans ce qui suit, nous allons employer la notation 
suivante : I désignant un intervalle [a,b], (a <b), f(I) désignera la différence 
f (6) —f (a). Nous dirons que Vintervalle I repose sur l’ensemble E, si ses extré- 
mités appartiennent a E. Nous désignerons par | ¥ + et ¥ 
positive et la partie négative du nombre y, c’est a dire 


_ la partie 


|y|+ =max (y, 0), |y|_ =| min (y, 0) |. 


Nous dirons que la fonction f(x) jouit de la propriété (P,,) sur l’ensemble 


E, ou tout court: f(x) est (P,,) sur E, si les sommes 


y) 


S vi fih)|s), 


y= 1 


ou{ 163 est un systéme quelconque d’intervalles reposant sur E et n’empiétant 
pas les uns sur les autres, sont bornées. D’une fagon analogue, nous définissons 
la propriété (N,,) en remplagant dans la définition précédente If (1) i? par 
| f (J,) Ee . Enfin, si nous remplagons l7 (J,) Ive par if () | , nous obtenons la 
définition de la propriété (A,,)- 

On voit aisément que 

(3.1) La propriété (A.,) équivaut a l'ensemble des propriétés (P,,) et (N,,)- 

Nous aurons besoin de la proposition suivante : 


(3.2) Pour que la fonction f (x) soit (P,,) sur l'ensemble borné E, il faut et 


il suffit qu’une fonction non-décroissante P(x) existe, telle que, pour tout intervalle 
I reposant sur E, on ait 


(3.3) f(D) S9(PW). 
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Démonstration. Désignons par a et b les bornes de l’ensemble E. Supposons 
d’abord que f(x) soit (P,,) sur E. Définissons P(x) par P(x) =0 pour x =a 
et par 


P(x) See 4 > (| f (Iv) |+) 
I, Cla, sJv=1 


pour x> a, { I, } désignant toujours un systéme fini d’intervalles qui reposent 
sur EF et n’empiétent pas les uns sur les autres. Il est clair que P(x) est non- 
décroissant. I = (a, f) étant un intervalle reposant sur E, on a 


vf ()|+) = P(8)— Pia) , 
puisque l’intervalle I peut étre adjoint 4 tout systéme fini d’intervalles figurant 
dans la définition de P(a) pour former un systéme d’intervalles qui figure dans 
la définition de P(f). On en obtient facilement linégalité (3.3). 
Supposons maintenant qu’une fonction P(x) de la propriété indiquée 
existe. On a alors pour un intervalle I reposant sur E 


lf (D)|+ =max (f(I),0) = max (y(P()),0) = 9 PUD), 
donc 
v(| f(D |+) = PD 
et par conséquent pour un systéme d’intervalles n’empiétant pas les uns sur les 
autres et reposant sur E, on tire 


ge 


a v(| fb) |+) = S PU) = Pb) — Pia). 


f (x) est done (Py) sur E. 

On obtient par un raisonnement semblable : 

(3. a) Pour que la fonction f (x) soit (N ») sur l’ensemble borné E, il faut et il 
suffit qu'une fonction non- -décroissante Nix). existe, telle que, pour tout intervalle 


I reposant sur E, on ait 


We 


f (1) = — oN). 
Introduisons encore Ja notion de oscillation positive 2, (I) de la fonction 


f(x) dans Vintervalle fermé I: 
Q4(1) =sup | f(J)|+ > 
Jc! 


et d’une facgon analogue 


Q_(I) apap Oe 


pendant que (1) désignera Yoscillation ordinaire de f (x): 
QI) =sup | f(J)|. 
Jcl 
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EY désignant, comme toujours, un systéme fini d’intervalles reposant 
sur l’ensemble E et n’empiétant pas les uns sur les autres, nous définissons les 
propriétés (ey (N;,) et (A;,) de sorte que les sommes 


soient bornées. Nous obtenons pour ces notions des propositions analogues 
aux propositions (3.1) a (3.4): 
(3.5) La propriété (A;,) équivaut a l’ensemble des propriétés (P,,) et (N;) : 
(3.6) Pour que la fonction f (x) soit (P,,) sur l'ensemble borné E, il faut et 
il suffit qu’une fonction non-décroissante P* (x) existe, telle que, pour tout inter- 
valle I reposant sur E, on ait 


2,(1) =9(P*(D) . 


(3.7) Pour que la fonction f (x) soit (N,)) sur l'ensemble borné E, il faut 
et il suffit qu’une fonction non-décroissante N* (x) existe, telle que, pour tout inter- 
valle I reposant sur E, on ait 


2_ (1) =y(N*(D) . 
Nous dirons que la fonction f (x) est (P,,G) sur l’ensemble FE, si E = S\ E, 


n=1 


de sorte que f (x) est (P,,) sur chacun des ensembles E,,. Nous définissons pareille- 
ment les propriétés (N,,G), (A,,G), (P,,G), (N ac): (A,,G). 
Les fonctions (Py) etc. joueront un réle dans la théorie des nombres de 


Lipschitz généralisés approximatifs, tandis que les fonctions (P,) etc. figureront 
dans la théorie des nombres de Lipschitz généralisés ordinaires. 


4. Les nombres de Lipschitz généralisés ordinaires et approximatifs. Nous 
admettrons les définitions suivantes : 


Lt f (x) — lim f (x +h) —f{%) 
Pp ? 


h—ps0 (h) te hous p(h) 
Eo f (x) =tim L) ao , Lz f(x) = tim £) Sheee ; 
pohalan  emar ne ok 


Lo fiz)=0, Lp f(x)=0, Le f(x)S0, Lo f(x) SO. 
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Démonstration. Nous prouvons la premiére de ces inégalités, le raison- 
nement est semblable pour les autres. 


Si pour une valeur de x, on a Lg f (x) <0, on doit avoir poure > 0 et 
6 > 0 convenables 


f(x +h) —f (x) 


<< 0 pour 0 b= 0: 


v(h) 
D’ow Von tire 
f(x +h)—f(x) _ flex +h)—f(x) oh) oh) : 
yh) 5 <—é ne” (0 Seek x0): 
On a donc en vertu de (2.3) 
ef) 


ce qui ne peut avoir lieu que sur un ensemble de mesure nulle (voir par 
exemple [3], p. 271). 

(4.2) On a presque partout 

Ap f(x)=0, Apf(x)=0, Afi) S90, AL f(x) =0. 

Démonstration. Tout comme dans le raisonnement précédent, on voit 
que AG t (x) < 0 implique que la dérivée approximative de f (x) est égale a — Co 
dans le point x. Ceci ne peut avoir lieu que dans les points d’un ensemble de 


mesure nulle [4]. 
5. Les nombres de Lipschitz généralisés des fonctions (P,, G) et (P,,G). 
(5.1) Si la fonction f (x) est (P;,G) sur l’ensemble E, on a presque partout 
sur E 


ale f)— oo, 0 Slhe- f(x) <--co. 


Démonstration. En vertu de (4.1), on n’a qu’a démontrer que les inégalités 
(5.2) Lp f(<+00, Ip f(x)<+00 


sont valables presque partout sur E. On peut se borner évidemment au cas ou 


Sf (x) est (PS) sur l’ensemble borné E. 
Dans cette hypothése, désignons par P*(x) une fonction non-décroissante 


et telle que, pour tout intervalle I reposant sur E, on ait 


Q,(1) Sy(P*(D), 
9* 
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Vexistence d’une telle fonction étant garantie par (3.6). Désignons par A 
ensemble des points de E qui en sont points de densité extérieure et dans 
lesquels P*(x) posséde une dérivée finie. On a |E— A f= 04 

Nous montrons que, dans les points de l’ensemble A, les inégalités (5.2) 
sont valables. Nous nous bornons a la premiére de ces inégalités. Soit donc 
x) € A et choisissons le nombre 6 > 0 assez petit pour que les inégalités 


| E+ (x9, % +h)|> hh 
et 
| P*(x) +h) —P%(a))| < K-h, (K>1) 


soient valables pour 0 <<h <6. Pour toute valeur positive de h moindre 


) 
WO ey ie trouve alors entre x) + h et %) + 2h <x) +6 un point x, appar- 
tenant a E. On a done 


F (% +h) —f (x9) oes 22, (x9, X3) = p(P* (x,) — P* (x9) 


p(h) oh) o(h) is 
K+ (%;— %) : 
o(K + (%—%)) _ i | h | = 9(2Kh) _,, 
y(h) p(h) oh) 


6 
en vertu de (2.9), pour 0 <h < vet On en tire 


Lo f (x) = 2 Rabies, 
ce qu'il fallait démontrer. 
Les propositions suivantes résultent immédiatement de ce que nous 
venons de prouver : 
(5.3) f(x) étant (N jG) sur FE}, on a presque partout sur E 
— co < Lif (x) = 0,—co < Lo f (x) = 0. 


(5.4) f(x) étant (A,,G) sur E, on a presque partout sur E 
—co< Li f(x) 30 = Ly f(x) < +00, 


—cCo< Le f(x) = 0 = Lz f (x) < +©o. 
Nous établirons des résultats pareils pour les fonctions (P,, G) et les nombres 
de Lipschitz généralisés approximatifs, tout en nous bornant aux fonctions 


mesurables. Mais, pour cela, nous aurons besoin de quelques propositions auxi- 
liaires. 
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(5.5) Une fonction f(x), bornée et jouissant de la propriété (P,) sur un 
ensemble E, coincide sur cet ensemble avec une fonction g(x) qui jouit uf la méme 
propriété sur la droite entiére. 


Démonstration. Désignons par E la fermeture de E. Posons g(x) =f (x) 


pour x €F, tandis que pour x ee E, g(x) prenne une des valeurs 


lim f(x,),*, €E. f(x) étant borné sur E, une telle limite existe toujours. 
xn—>x 


g(x) est (P,,) sur E, puisqu’un systéme fini d’intervalles, reposant sur E et 
n’empiétant pas les uns sur les autres, peut étre modifié de facgon que les inter- 
valles nouveaux n’empiétent non plus les uns sur les autres, reposent sur E, 


n 


et la somme >’ y(| g(I,)|+) différe de sa valeur originelle aussi peu que l’on 
y= 
veut. 


(a, 8) étant un intervalle contigu a E, posons g(x) = g(a) poura<x < f. 
Si a est la borne inférierure de E, posons g(x) = g(a) pour x <a; si b est la 


borne supérieure de E, posons g(x) = g(b) pour x> b. Il est clair que g(x), 
ainsi défini, est (P,,) sur la droite entiére et coincide avec f(x) sur l’ensemble E. 
(5.6) Une fonction g(x), (P,,) sur la droite entiére, est mesurable. 


Démonstration. Désignons par g,(x) la limite suivante : 
B(x) = lim. g(x +h). 
h—-+0 


On voit aisément que l’ensemble des points x pour lesquels on a 


—_ 


84(x) — g(x) > — 


= 


est dénombrable, on a donc 


g(x) = g+(x), 


exception faite des points d’un ensemble dénombrable. De 1a, il s’ensuit que 
ensemble des points x ou g(x) = a@ contient ses points limites du cété droit. 
excepté peut-étre un ensemble dénombrable de ces points. Comme les points 


de l’ensemble 


E [6(2) = 4] 


qui en sont points limites du cété gauche mais qui ne sont pas points limites du 
cété droit sont en multitude dénombrable au plus, on obtient que l’ensemble 
[g(x) =a] différe de sa fermeture en un ensemble dénombrable au plus, 


x 
il est donc mesurable. Cela montre que g(x) est mesurable. 
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(5.7) La fonction f (x) étant mesurable et (PyG) sur l'ensemble mesurable E, 


on a presque partout sur E 


(5.8). Ag f(z) << +00, Ap f(x) = 40. 
co 
Démonstration. Nous avons E = »' E,, la fonction f (x) étant (P,,) sur 
n=l 


chacun des ensembles E,. Nous montrons qu’on peut choisir les ensembles 
E,, mesurables. Car, d’aprés (5.5) et (5.6), f (x) coincide sur E,, avec une fonction 
g(x), mesurable et (P,,) sur la droite entiére, et, par conséquent, on peut remplacer 
E,, par la partie commune de E et de l’ensemble E [f (x) = g(x) ], qui est mesu- 
rable. On peut encore supposer que les ensembles E,, sont bornés. 

Les ensembles E,, étant ainsi choisis, fixons la valeur de n. On trouve 
selon (3.2) une fonction non-décroissante P(x) telle qu’on ait pout tout inter- 
valle I reposant sur E,, 


(5.9) f (1) = oP) . 


Désignons par A J’ensemble des points de E, qui en sont points de densité et 
dans lesquels la dérivée P’(x) existe et est finie. On a | E, — A| at 
La proposition sera donc établie si nous montrerons que les inégalités (5.8) 
sont valables pour x € A. 

A ce but, posons x) € A. Nous établirons pour x = x la premiére des 
inégalités (5.8). On a en vertu de (5.9) pour §> 0 suffisamment petit 


f(x) =f (%) _ _9(P(«) — P(x) P((P’ (x) +1) ( x — x)) 


= == . 


p(x — Xp) P (xX — Xp) P(x — Xp) 


pour 0<x—x,< 6,x€E,. 


En appliquant (2.9), on a done 


(5.10) LMF) = py) 4.1 pour 0 <x—x, <6, x €En. 


(x — Xo) 
Les points x dans lesquels (5.10) n’est pas valable appartiennent donc pour 
0 <x —x») <6 a J’ensemble complémentaire de E,. E, étant mesurable, cet 
ensemble a la densité 0 au point x», puisque x) ¢ A est point de densité de E,. 
On en tire l’inégalité 


rae f (%) = P'(x) +1 , 


ce qui était encore a démontrer. 


Par la combinaison de (4.2) et (5.7), on tire 
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(5.11) La fonction f (x) étant mesurable et (Py G) sur l’ensemble mesurable E, 
on a presque partout sur E 


0= Ap f(x)< +00, 0545 f(x) <+00. 
On obtient d’une facon analogue 


(5.12) La fonction f (x) étant mesurable et (NyG) sur ensemble mesurable 
E, on a presque partout sur E 


— oo < Aj f(x) =0, —oco < Ay f(x) S0. 


(5.13) La fonction f (x) étant mesurable et (Ay G) sur l’ensemble mesurable 
E, on a presque partout sur E 


— oo < Ap f(x) 0 = 4G f(x) <+0o, 
— co < Aj f (*) 30 = AQ f(x) < +00. 


6. Critéres sur les classes (P,,G) etc. Dans ce qui suit, nous établirons des 

résultats qui permettent de constater le caractére (PyG) etc. d’une fonction 

(x) sur un ensemble E dés que |’on sait que quelques-uns parmi ses nombres 
de Lipschitz généralisés sont finis. 


(6.1) Si pour une fonction f (x) on a 


— 00. < Lp f(x) = Lo f(*)< +00 pour «x €E, 


alors f(x) est (A; G) sur E. 


Démonstration. Désignons pour p =—1,2,... pat a Vensemble des 
points x avec 
x €E e |Lg f(®)|<p, [Lp f(x)| <P- 
Désignons alors pour g = 1,2, ... par E,, ensemble des points x pour lesquels 


ona x CE, et 


1 
| f(x+h)—f(x)| <p (h) pour Vhs a 


Considérons enfin pour r = 0,+1, +2,... ensemble Eg Gui consiste de la 
: r r+l Ws 
partie commune de 1 ee et de l’intervalle ’ - On a évidemment 
q q 
To) ©) eho 
Wa es De, a Epo ? 


p=1 q=l1 T=—o 


de sorte qu il suffit de démontrer que la fonction f(x) est (A,,) sur chacun des 


ensembles E,,,,. 
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Fixons a ce but les valeurs p,q, r et considérons un intervalle J = [a, 8] 
reposant sur E,,, . On a alors 


1 
a€Ep et 0<P—as-, 
q 


de sorte que pour x¢€I, y€J, les inégalités 

|f (x) —f(@)| Sp o(x—2) =p 9( B—2) , 

fly) —f (@)| =p ely —4) = p v(b—2) 
sont valables. On a donc 

| f (x) —f(y)| = 2p o(6 — 2) 
pour x¢I, yéI et, par conséquent, 
Q(1) = 2p o(8—2) . 
En vertu de (2.14), on en tire 
y(Q(1)) SK -2p- p(p(B —a)) =K-2p- (B—a), 

K étant un nombre ne dépendant que de p et de q. filo} étant alors un 


9 5 ‘2s 
systéme quelconque d’intervalles reposant sur E,,, et n’empiétant pas les uns 


sur les autres, on a 


ak. i 1 
> (2h) S2pK »S (8,—a) S2pK—, 
v=l v=1 q 


c’est a dire, f(x) est (A,) sur E,,, - 


(6.2) Si, pour une fonction f (x), on a 


Ly f (x) < +co pour x€E, 
laors f (x) est (PyG) sur E. 


Démonstration. Désignons pour p =1,2,... par E, Vensemble des 
points x« avec 


x€E et Lof(x)<p. 


Désignons alors pour q =1,2,... par E,, ensemble des points x pour les- 
quels on a 


x €E, et f(x +h)—f(x)<po(h) pour 0<h&S oy 

q 
Considérons enfin ensemble Ep, consistant de la partie commune de Ep, 
Tarte 


A q 


et de 


|-@=041,42)...) ‘ 


Tout comme dans le raisonnement précédent, nous montrons que f (x) 
est (Py) sur Ep, Cela résulte du fait que poura € Enq, B € Ep, a < B ona 
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f (B) —f (2) < p o(B—a), 


et, par conséquent, 


v(lf 8) —f @l+) < v(p- o(B—a)) = K(6—a), 


d’aprés (2.14), la fin de la démonstration étant semblable a la précédente. 
Les propositions suivantes sont des conséquences immédiates de ce que 
nous venons d’établir. 
(6.3) Si, pour une fonction f(x), on a l’une des inégalités 


—0o < Lf f(x) S Lt f(x) < +00 
ou 
—0o < Lz f(x) SL- f(x) < +00 
pour x CE, alors f (x) est (A;,G) surE . 
(6.4) Si, pour une fonction f (x), on a lune des inégalités 
Lx f (x) <+Co ou Lz f (x) <+co 
pour x € E, alors f (x) est (Py G) sur E. 
(6.5) Si, pour une fonction f (x), on a l'une des inégalités 
Li f()>—co ou Lz f(x)>—co 
pour x €E, alors f(x) est (NyG) sur E. 


Les propositions suivantes sont d’un caractére un peu différent. 
(6.6) Si, pour une fonction f (x) qui est (N,,G) sur l'ensemble E, on a 


Lo f (x) <+coet Lof (x) < +00 


pour x € E,alors f(x) est (AG) sur E . 
fee) 
Démonstration. On a par hypothése E = .»' E,,d’une fagon que f (x) est 


n=1 
(N,,) sur E, pourn =1, 2, ... . Désignons par E,, l'ensemble des points x avec 
mee Beet Ly f(x) <p, Lof (x) <p, (Delon s) 
Désignons par E,,,, V’ensemble des points x pour lesquels on a 
x € Enp 
et 


f(% +h) —f (x) <ph), f(x) —f(~—h) <p lh) 


i 
pour 0<h=-, CBee er ee ia 
¢ 
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Posons enfin 
|: (r =0, lo Zee 
q q 


Nous allons montrer que la fonction f (x) est (Aj) sur chacun des ensembles 


Enpqr = Enpq 


sear ce qui entraine évidemment la proposition. 
Considérons 4 ce but un intervalle I = [a, B] reposant sur basal les 
valeurs n, p,q,r étant fixes. On a pour a =x <y =P 


fiy)—f(@ <pvy—2) =pvr(h—a) , 
f (B) —f (x) < p p(B — x) =p HB —®) , 


f(y) —f (x) < 2 p o(8 — 2) —(f(P) —f@) . 


f (x) —f (4) = p o(x— 2) =p v8 —@) , 
f(b) —fly) =p v(b—y) =p er(b—e) , 


Ff (x) —f (y) = 2 p v(8 — 2) — (f(8) —f@) , 


et par conséquent 


| f(y) —f (x) | = 2 p (8 — a) — (f(B) —fi@) . 


donc 


On a de méme 


done 


On en tire 


Q (a, B) = 2 p (8 — a) —(f(B) —fl@)) . 
Considérons maintenant un systéme { je } dintervalles reposant sur E,,,,, 
et n’empiétant pas les uns sur les autres. Désignons par 2” la sommation étendue 


sur les valeurs de y avec 


f (B») =f (a) = —2p 98, — ay), 


(a, < B, désignant les extrémités de [,), et par X”’ la sommation étendue au 
reste des indices. On a alors 


S' v(2(t)) = XS’ (4 p (By —ay)) SK - 4p S’ (6) —@) 


et 
d d"v(2(D)) = hs y( —2 (f(B») —f(av))) = 
=>" v2 fGr) —fl@y) |) = K +2 >” yl |f) —fw) |) . 
La premiére de ces sommes étant moindre que K - 4p - u et la deuxiéme 


étant bornée par hypothése, on trouve que >’ + ¥’’ est borné, ce quwil fallait 
démontrer. 


On trouve par un raisonnement analogue 
(6.7) Si, pour une fonction f (x) qui est (P,,G) sur ensemble E, on a 


Li f (x)>—co et L, f (x) > —oo 


pour x CE, alors f (x) est (AG) sur E. 
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Dans les propositions suivantes, nous tirerons des conséquences du fait 


que quelques-uns des nombres de Lipschitz généralisés approximatifs de la 
fonction f(x) sont finis. 


(6.8) Si, pour une fonction f (x), on a 
00 < At f(s) $ At f(x) < +00 
pour x CE, alors f(x) est (AyG) sur E . 


Demonstration. Désignons par E, pour p =1,2, ... Vensemble des 
points x pour lesquels on a 


x€E, —p<Aj f(x). Ag f(x) <p. 
Désignons ensuite pour q = 1,2,... par E,, l’ensemble des points x avec 


x €E, 
et 


B| $0) —S6)|> pe—a). x<y Seth 


<j pow o<ha. 


y q 
Désignons enfin pour r=—0,+ 1, + 2,... par E, la partie commune de 
1 
E,, et de l’intervalle Ee ; Tha . On a évidemment 
2q 2g | 
CO 100: +00 
E=wves ~~ Eee 
Ps eS Fe are 


Il suffit donc de montrer que f (x) est (A,,) sur chacun des ensembles E,,, . 
Considérons 4 ce but un intervalle J = [a,f] reposant sur E,,, (p, 4,7 

étant fixes). Posons y = 28 —a . On a alors 

rl eves eey Ve 

Elise) —F)|> poe—o) .a<2=7|/< ; , 


2 
ete 
4 


L x 


e[ If@)—s0|> poe 0 <x =7|/< 


Il y a donc un point x) avec 
B = Xo = Y> 


| f (%o) —f (4) | = p P(% — 4) =p vy —4), 
| f (0) —f (8) | = p Y(% — 8) = p vy — 4), 
d’ow lon tire selon (2.9) 


| f (8) —F (2) | = 2p oy — 4) = 4p (8 — 4). 


204 A. CSASZAR 


Il s’ensuit que pour tout systéme {15} d’intervalles reposant sur E,,, et 
n’empiétant pas les uns sur les autres, on a 


n 


S y(\f (Uo) |)= S vp: 9bry—a)) SK 4p S (By —o), 
=1 


en y=1 yp=l1 


ce qui montre que f(x) est (A,) sur E,,, - 
On obtient par un raisonnement analogue : 
(6.9) Si, pour une fonction f(x), on a Pune des inégalités 


—oo< At f(x) = At f(x) < +00 
ou 
—oo< Az f(x) = At f(x) < +00 
pour x €E, alors f(x) est (AyG) sur E . 
(6.10) Si pour une fonction f (x) on a 
Ag f(x)<+co et Ap f(x) <+00 
pour x € E, alors f (x) est (PyG) sur E . 
Démonstration. Désignons pour p =1,2,... par E, Vensemble des 
points x avec 


x€E et Apf(x)<p, Agf(x)<p- 
Désignons ensuite pour q = 1,2,... par ES Vensemble des points x pour 
lesquels on a 


x €E, 
et 
E | f(y) —f (x) > p vy —x) , n<ysxthl| < . : 
Ff 
E | f(x)—S(y) > pe(x—y), x—h sy<e] <+ 
sf 1h 


pour eg 
q 


Désignons enfin pour r = 0, +1, +2,... par E,,, ensemble 


PY 


r r+l1- 

Ey oe | ae | 
q 
On a 
foe) fey Kee) 
Bs Se Se. 

seme — — fake 
p=! q=1 r=— © 


Nous montrerons que f(x) est (P,,) sur chacun des ensembles E,,, . 
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I = [a, B] étant un intervalle reposant sur E (p,q, 7 étant fixes), on a 


B| fF) > poe—a), o<eee | Se 


Bee 
4 


9 


E| S0)—S@)>pee—2), a=e<e || < 


il y a donc un point x, avec 
a<%<B 
F (%0) — f (4) = p v(%) — 4) = p (6 — 2), 
Ff (B) —f (xo) = p Y(B —%) = p (6 — 2). 


et 


On en tire 


Ff (B) —f (4) = 2 p vB —a) , 


et par conséquent 
|f(8) —f(a)|+ =2p%(bB —a) . 


On termine la démonstration comme dans les raisonnements précédents. 


On obtient pareillement 
(6.11) Si, pour une fonction f (x), on a 


Moen coe et Agi (s)i "0S 
pour x€ E, anes est (N,,G) sur E . 
7. Egalité des nombres de Lipschitz généralisés supérieurs resp. inféxieurs 
finis. 
(7.1) Pour toute fonction f (x), ensemble des points x avec 
ig fe) < ES f@)< +0 


est de mesure nulle. 
Démonstration. En vertu de (4.1), on n’a qu’a démontrer que pour 


0<p<q<r ensemble E,,, des points x satisfaisant a Vinégalité 
0 = Lp f(z) <P <¢ = lyf) <7 
est de mesure nulle. Désignons par E,,,, l'ensemble des points x avec 
% Cel or 
et 
fo) —f@) <r oly») pour x<ySet-, 


1 
f (x) —f (y) < Pp P(* —¥) pour x—~—Sy<x. 


7 


Il faut démontrer l’égalité | 1 Sipe = 0. 
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Supposons que pour certaines valeurs convenables p,q,r,n on ait 


[oes > 0. Désignons par x) un point de densité extérieure de E,,,,- On 
a alors la relation 
(7.2) Sf (x) —f (%o) > 9 P(x — %o) 


pour des valeurs x > x9 arbitrairement voisines de xy ; x, soit une de ces valeurs 
assez voisine de x) pour que les inégalités 


1 
0< x,—%< a 
et 
| Epa * [Xo» %1] | > 1 (%1 — Xo) 
soient valables, 7 désignant un nombre suffisamment petit pour que lon ait 
= bi 
O- <a Ler (*| earl | : 


n r n 


Il y a donc un point x, avec 
X1— N (%1 — X%p) <i %qg <%, Ct Xy CEng . 
On a alors en vertu de %_ € Epqm et 0 < x, — %y << — 


f (%2) —f (%) < P P(%_— Xp) S p P(x, — Xp) 


1 
et en vertu de x, € E,,,,,0 <4 — %< % 


f (%1) —f (%2) <r 9(%1 — %2) Sr p(n (x, — %)) , 
d’ou lon tire 


f (%1) —F (%0) < Pp P(%1 — %) +1 O(N (x1 — %)) « 
Mais nous avons selon (2.10) et 0 << x,—x% < 1 
n 


(") 
7 _s 
o(n (x, — %)) n} q—p 


— 


= -- 8 


Q(%.—%) of i r 


et par conséquent 


fle) —S (0) <P 9%, — %) +2 —F r o(x — x9) =4 9(% — %) 
r 
en contradiction avec (7.2) qui est valable pour x =x, . Cette contradiction 


montre que notre hypothése | Loe > 0 était fausse. 
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(7.3) St pour une fonction f(x) on a 


: Ly f(x) < +00, Lo f(x)<+00 
pour xe E, alors on a 
Lo f (x) = Le f (x) 
presque partout sur E . 
(7.4) Si pour une fonction f (x) on a 


' Li f(x) > —00, Lo f(x)>—0o 
pour x € E, alors on a 

Le f (x) = Le f(x) 
presque partout sur E . 


Ce sont des conséquences immédiates de (7.1). 
(7.5) Pour toute fonction mesurable f (x), l'ensemble des points x avec 


7A- A+ 
Ag f (x) <Ag f(x) < +00 
est de mesure nulle. 
Démonstration. On n’a qu’a démontrer en vertu de (4.2) que, E,,, 
désignant l’ensemble des points x pour lesquels on a 


0 S45 f(x) <p <q <Ajf(x) <r, 
la mesure de E,,,, est zéro. 
Désignons par 7 un nombre suffisamment petit pour que l’on ait 


0<4 <1, 9) <2 ol), 
r 
et considérons pour n = 1,2, ... l’ensemble E,,,, des points x tels que 
pide diye 
et fl 


E | fo -F@) > roy—*), a<y Sa +h] <i , 
E | £)—F0)> pHe—y) oe ay<s||<2 h 


pour Veh =E 


Se 


Désignons enfin par E,,,, ?ensémble des points x appartenant A Ejam et de 


la propriété que la densité extérieure supérieure 4 droite de lensemble 


Z (f(y) —f (x) > ae (y—)] 


1° 
dépasse au point x la valeur ke On a alors 
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18 


We 


Fer = < Engh s 


n 


ll 
ra 
= 
ll 
_ 


de sorte qu’il suffit de démontrer qu’on a | E peered aU) - 
Supposons qu’on ait pour certaines valeurs convenables de p, q, r, n, k 
| E eae > 0 . Désignons par x) un point de densité extérieure de l’ensemble 
= E,gnk Qui appartient a cet ensemble. On trouve alors des nombres h 


arbitrairement petits pour lesquels on a 


1 
(7.6) E (f(y) hilo) 9 ly 40) i oe 
y 
Soit hy un de ces nombres assez petit pour que les inégalités 
1 1 
(7.7) 0<h<-, | A + [x9, % +o] | > (1-35) ho 
n 


soient satisfaites. f(x) étant mesurable, on conclut de (7.6) que 
1 
(18) [ELL (x) —F (0) > 99 — 0) 8 <y 5 9 +h] | <(! —*) hy 


En vertu de (7.7) et (7.8), on trouve un point x, avec 

(7.9) %qy<%y<%y tho, EA, f(%1)—f(%) > 1 P(%1—%o) - 

Nous avons maintenant en vertu de x, € A, x,€A et 0 <x,— x) <~— les 
inégalités n 


E[f(y)—f lm) > rey—m)» %<y¥ SH] = (%, —%) 5 


Ef) $0) > Palas), Sy <a) |) <ta—a), 


qui entrainent l’existence d’un point x, avec 
Hy << X_g <x%y +(x; — Xp) , 
Ff (%2) —f (0) S r P(x, —%o) , 
Ff (x1) —f (*2) S p P(x, — %q) - 


On en tire 
Ff (%1) —f (%9) = p (x — %_) +7 9(x,—%) = 
S p V(x — %) +r ply (x; — %)) . 


Mais nous avons selon (2.10) et 0< Xy— X<- Sl 
n 
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ce qui donne 
f (x) — f (%») ne P P(x, aaa Xo) ste: ad opis p(x, a Xo) = q V(x, — Xq)- 
i 


Cette inégalité est impossible en vertu de (7.9), et ceci montre que notre hypo- 
thése | E, |> 0 est fausse. C. q. f. d. 


pqarnk 
On en conclut aisément 


(7.10) Si pour une fonction mesurable f (x) on a 


Ag f(x) <+oo, Ag f(x) <+00 


pour x © E, alors on a 


AG f (x) =Aog fF (x) 


presque partout sur E. 
(7.11) St pour une fonction mesurable f(x) on a 
At f(x) > — 00, A= f(a) > — 60 
pour x€E, alors on a presque partout sur E 


At f(x) =A5f\a)- 


8. Conclusions. Les résultats établis permettent d’énoncer les propositions 


suivantes : 
(8.1) Si on a pour une fonction f (x), en presque tous les points d’un 


ensemble E, l'une des inégalités 
ou 


on a alors presque partout sur E 
0 = Le f(z) = L- f(x) < too 


et 
—oco <Lif(x)=L7 f(x) = 0. 


Démonstration. (6.3), (5.4), (7.3) et (7.4). 
(8.2) Sil’on a pour une fonction f (x), mesurable sur Vensemble mesurable E, 
en presque tous les points de E, l'une des inégalités 


—oo<At f(x) = Ay f(x) <+00 
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ou 


—0o< Ag f (+) Az f (x) Ook, 


on a alors presque partout sur E 
0= At f(x) =A f (x) <+0o 
et 
— COA) Ff (x) = Ag f () =i Iie 
Démonstration. (6.9), (5.13), (7.10) et (7.11). 
(8.3) Sion a pour une fonction f (x), mesurable sur l'ensemble mesurable E, 
en presque tous les points de E, l'une des inégalités 
Lt f(x) < +0o ou Lyf (x) <i hco, 
on a alors 
0 SAE f(x)=AzZ f(x) <+00 
presque partout sur E . 
Démonstration. (6.4), (5.11) et (7.10). 


(8.4) Sil’on a pour une fonction f (x), mesurable sur l'ensemble mesurable E, 
en presque tous les points de E, l'une des inégalités 


Ly f (x) >— co ou Lyf (x) >—oo : 
on a alors 
—co< AF f(x) =Az f (x) = 0 

presque partout sur E . 

Démonstration. (6.5), (5.12) et (7.11). 

(8.5) Si Pon a pour une fonction f(x), en presque tous les points d’un 
ensemble E, Pun des groupes d’inégalités 
Li f(x)<too, Tsf()<+o0, At f(x)>—00, AGF (x) > —co 
ou 
Li f(e)>—0o, L-flx)>—00, Apf(e)<+too, Ag f(s) <+00, 
on a alors 

—CO< Li f(x)=L> f(x) $0 SLg f(x) =Lg f(x) <+00 

presque partout sur E . 

Démonstration. (6.10), (6.11), (6.6), (6.7), (5.4), (7.3) et (7.4). 

(8.6) Pour que l’on ait presque partout sur E 


09 < Lf f(x) 3 LF f(x) < +00,—00 < Lg f(x) SE f(x) <t00, 


ul faut et il suffit que f (x) soit (A;,G) sur un ensemble HCE avec | E— H== Oe 
Démonstration, (6.3) et (5.4). 
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(8.7) f(x) étant mesurable sur l’ensemble mesurable E, la condition néces 
Saire et suffisante pour qu’on ait presque partout sur E 


AS) < +00, AG f(x) < +00, 
resp. 
Aj f (2) > —oo, AGS (x) > —00, 


cest que f(x) soit (P,,G) resp. (N,G) sur wun ensemble HCE avec |E— H| = 05 
Démonstration. (6.10), (6.11), (5.11) et (5.12). 
(Regu le 25. juin 1950.) 
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OB OBOBLUJEHHbIX UMCJIAX JIMVMNWUMUA 
A. UACAP (Bynganemr) 


(Pe310me) 


Ilyctb f(x) @YHKWHA OfHOrO jAecTBHTeIbHOrO MepemeHHoro. IpH 0 <a<1 A. Il 


pecs an De h) — f(x 
Besukosuy Haspipaet L + f(x)= — erp nie 


f(x) MopsyKa a B TouKe x [1], cooTBeTcTBeHHO BBOAA MpaBoe HHKHee, WeBOe BepxXHee H eBOe 
HyDkKHee yHCAa JIMMmMua, OOo3Hayan ux L7 f(x), Le fx), La f(x). Besukosuy joxaspipaer, 


yuTo ecmH f(x) HSMeEPpHMAA PYHKUHA, TO H3 TOTO, 4TO re i(x)u Ly f(x) KoHeqHsl B TO¥Kax 
HeKoToporo MHooKecTBa E, creqyetT, 4TO OHH paBHbI MoyTH BO BCexX TOUKaX 9TOFO MHODKECTBA. 
Aptop 0ka3an [2], TO TeopemMa BepHa H B CYyae HeH3MePHMBIX f(x). 

OHO HS riaBHetmHx Were paOoTh ABIAeTCH OOHapyxKeHHe HOBOH CBA3H MeXKLY 
gHciamMH JInnmHya. Ita CBASb 3aKIOYaeTCA B TOM, 4TO eC Ba OMHOCTOPOHHHX uncua JInn- 
nIHa KOHeEYHEI B TOUKAX HeEKOTOPOroO MHODKecTBa E, TO MoyTH BO BCeX TOUKAX 9TOrO MHO>KecTBa 
H OCTasIbHbIe YHCIa KOHeUHHI, T. ec. ecmH f(x) B TOUKAaX HeKOTOporo MHOKecTBa E yAopnerBO- 
pxeT ofHOcTOpoHHe my ycnoBHi0 JIHNMIHIa, TO B ITOM MHOMKecTEe MOUTH Besse YLOBNETBOpHAeT 
ABYXcTOpOoHHemMy ycuoBuio JInmmHua Takoro .Ke NopsAyKa. 

OHakO aBTOp JOKAaSbIBaeT 9TOT pes YIbTaT B Oonee OOmel opMe : pomb, KoTOpy1 ha 
HrpaeT IipH BBeseHHH yHCcen JIMMuMIa, MOKHO Mepesatb Oonee OOMHM PYHKOHAM —(h), KOTO- 
pble YLOBIETBOPAIT CIeAYIOUIHM YCIIOBHAM : 


ipaBbIM BepXHHM YHCIOM JIMA 


1. o(h) pactymaa myHKuHA OpH h>O, 
2. lim g(h)=0, lim g(h) =+ 00, 
h—> +0 h—>+0 
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4. p(h) norapHMHyeCKH BEINYK aA, T. €- g(h)=exp® (logh), rae P(t) BLINyKaa (B 
oOmem cmbIcaIe) PYHKUHA. 


; f(x + h) — f(x) 
in’. ee 


Iycrb o6oOmeHHne yncaa JMnumua pyaKunn f(x): Lt f(x) = 1 
- h—>o p(h) 


HW. T. J. MOOKHO fOKa3aTb CeLYIOUIHe TEOPEMBI : 


(1.1)Eca LS f(x) u Le f(x) KoHeuHbI Ha HeKOTOPOM MHODKECTBE E, TO OHH TouTH Bese paBHbl 
Ha 9TOM MHODKeCTBE. 
(1.2) Ecru bps f(x) Lo f(x) KoHe4HbI Ha HeKOTOPOM MHOKECTBE E, TO Ha 9TOM MHO)KECTBE 


Hour Bese KOHE UHI 1 Lai {(x)a Le f0o. 


JlokasatembcTBo (1.1) B OCHOBHOM CoBIlajjaeT C WOKasaTeJIbCTBOM (2), OTHOCHINH MCA K 
CMeluarbHomy cyual, Korga g(h) = he. JlokasaTembcTBO (1.2) NponcxofHT pH NomMomH 
pajla JeMH, OTHOCHIIHXCA K CBOMCTBAM HeKOTOPBIX KJIaCCOB @yHKUHH. Powb 9THX K1accoB 
YHKUHH B LOKasaTesbCTBe MOxX0)Ka Ha POJIb bYHKUHH KOHeEGHEIX H3MeHeHHH B TeOpHH Mpous- 
BOMHBIX J[HHH. PaGora uccaefyerT 9TH Klacchl @YHKUHA rayOoKe, uem 9TOrO TpeOyeT 10Kasa- 
TembcTBoO (1.2) H yaaeTCA HaHTH pa3JIMYHbIe CBASH Me)KAY KOHEYHOCTbIO oOoOmeHHBIX 4HCeI 
JIummuua HekoTopoi p@YHKUHH H MpHHasexKHOCTbIO ee K STHM KiIaccaM (PYHKUHH. 

Vccneqopanun ato paSornl pactpocrpaHslorca H Ha MpHOHKeHHBIe 06 cOmeHHbIe 
uucia JIunmuya. Eco Mbl pacCMaTpHBaeM JIMUIb HSMepHMBle (YHKUHH, TO CpeAH HHX HMe- 
JOTCA CBA3H COBCEM MOxox%KHe Ha CBA3H OOBIKHOBeHHEIX OOoOmeHHEIX yHcer JIMMmuua. Hx 
jlokasaTesIbCTBO BO MHOPOM MoxooKe Ha OKasaTebCTBO TeopeM (1.1), (1.2), xoTA, pasymMeeTcA 
MOMBAAIOTCA HeKOTOpbIe OCOKHEHHA B CBASH C Gomee TOHKHM CYIeCTBOM MpHOTHKeHHOrO, 
lipefeya, urO HECKOJbKO YBEUYHBaeT OObEM HEKOTOPBIX paccyKLeHH. 


ON MEAN SYSTEMS 


By 
L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by A. Rényt) 


§ 1. Introduction 


The concept of mean values was introduced in 1930 by A. Kotmocororr 
[13 ]1 and quite independently by M. Nacumo [16]. They defined a mean value 
to be an infinite sequence of continuous, symmetric and strictly increasing real 
crane, (x1. 4,),... 501, (49, o-2}%,)>>2- satisfying the reflexive law: 
M, (x, ...,%) = for all n and all x, and a certain kind of associative law : 


yee eee eee ee VAM ease Mi, Kg gst. s ss Xe) 


with M, = M, (x, ..., %,) for every natural integer k = n.? They proved that 
these conditions are necessary and sufficient for the quasiarithmeticity of 
the mean, i.e., for the existence of a continuous and steadily increasing function 
f(x) so that M, may be written in the form 


(1.1) NES oan ae os fee (! ues tie) 


1 


where f—' denotes the inverse of f(x). The fault of beauty of this definition of 
mean values is that here mean values are defined for all and not for any fixed 
number of variables. Analytic means of complex numbers with a definite number 
of variables were considered by G. Aumann[6]. Later Sr. Feny6 [8]  success- 
fully set himself the task of finding necessary and sufficient conditions, without 
assuming analyticity, for the quasiarithmeticity of a mean value of a fixed 
number of variables. J. Aczé.’s merit is the discovery of a very simple axiom, 


which he called bisymmetry [1]; this states that 
My, [Ma (*1 © + +> Xin)> +++» Mn (Fn ++ +> Xnn) | 


is invariant under the change of any two elements x;, and x,; (i,k =1,2,...,n). 
This property is very easy to handle and can be used as an adequate substitute 
of the above associative law? for defining quasiarithmetic mean values with a 


definite number of variables. 


1 Numbers in brackets refer to the Bibliography at the end of the paper. 
2 Observe that this associative property for k = n implies reflexivity! 
3 The connection between the two concepts was discussed by J. HorvArn [11 ]. 
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B, ve Finerti [9] and T, Krracawa [12] were the first to consider weighted 
means M,, (x1, --++>%n3 Ags +++s An) a8 functions of 2n variables x,, 4; and gave 
conditions for the quasiarithmeticity in the sense that 


(1.2) M,, (X45. + +9 %n 3 Ags «009 An) Sot ee Ay ee 

with a continuous increasing function f and 0 < 4; <1, YA;=1.4 J. Aczéx[3] 
showed that, if we omit the postulate of symmetry, then the quasiarithmetic 
weighted means are obtained. Thus weighted means appear simply as non- 
symmetric means. Explicit formulae for the function f (x) together with a new 
simple system of postulates for quasiarithmeticity have been given by J. Aczéi 
and Sr. Feny6 [5] if the means have continuous second derivatives. 

In the discussions of J. Aczéx [3] the law of bisymmetry plays a central 
role. The power of this concept is shown even by the fact that the theory does 
not lose much of its force if reflexivity fails to hold: as J. Aczéx [2, 3] has 
proved, in this case instead of (1.2) 


(1.3) M,, (a5 Sa66 Xn) =a fies (A, f (x1) Bet Ant ieal + 9) 


holds with a suitable continuous, increasing function f and 0 <{,(i=1,2, ...,n). 

The bisymmetry is a law of pure algebraic character. This becomes more 
evident if we write the function M, as a multiplication and at the same time 
we restrict ourselves to two variables : 


(ab) (cd) = (ac) (bd). 


This law was first discussed for quasigroups by D.C. Murpocu [14] as a substitute 
for the common associative law. From our present point of view the most inter- 
esting result in this direction is due to K,Toyopa [17] and D.C. Murvocn [15] 
who proved, independently of each other, that in quasigroups with the bisym- 
metry law and with an idempotent element it is possible to introduce a new 
operation under which the elements form an abelian group. (The converse was 
shown by R. H. Bruck [7]: he has given a method of constructing all such 
quasigroups from abelian groups.) These investigations show the usefulness of 
the notion of bisymmetry in abstract algebra. 

The present paper is concerned with a generalization of the previous 
results on mean values in an algebraic direction. We consider operations® 
defined in completely ordered systems, possessing the properties of mean values. 
We shall see that the methods as well as the results of the theory of mean values 
of real numbers can be carried over without change. A surprising feature of the 
present development lies in the fact that one can avoid arguments concerning 
metric and can restrict oneself to pure algebraic axioms. Since the axiom of 


* See also J. Acz&x [4]. 


: : ‘ : ; ; 
We shall confine ourselves to two variables without essential loss of generality and 
so we consider the forming of the mean as a binary operation. 
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continuity, which was used by all previous authors working on this subject, 
is not an algebraic one, it will be replaced by an »archimedean axiom« which 
asserts that if a <c < 6, then forming the mean ab of a and b, then the mean 
(ab)b of ab and 6, and so on, after a finite number of repetitions we exceed c. 
It can be shown that this axiom not merely expresses an archimedean-like 
property, but in view of the main theorem it is equivalent to the well-known 
archimedean axiom for real numbers. We shall also see that our archimedean 
axiom and continuity (which may easily be defined in ordered systems) are 
direct consequences of each other if the other axioms for the systems hold. 
But, in spite of this, we shall use throughout (with the exception of § 6) the 
archimedean axiom to make clear its power in the discussions. 

After having laid down the definition of the systems considered, called 
mean systems, and its immediate consequences, we direct our attention to the 
commutative case on. which we shall base the general discussions. Substantially, 
the present method follows the arguments of J. Aczéx [3] supplied with some 
observations on the automorphisms of mean systems and giving a new method 
for determining the weights. The main theorem is Theorem 2 which gives a 
detailed information about the structure of mean systems : it shows that mean 
systems are isomorphic to a finite or infinite interval of real numbers under the 
operation of forming weighted arithmetic means. This result may be interpreted. 
as a statement of our generalization of the theory of quasi-arithmetic means 
being only seemingly proper, since the systems considered are abstractly equi- 
valent to some interval of real numbers. The special case of quasigroups is 
discussed in detail, by making use of the Tovona—Murvocu theorem cited above. 


§ 2. Definition and preliminaries 


By a mean system we shall understand a set M satisfying the following 
axioms : 

(1) M is completely ordered, i. e., a relation = is defined between the 
elements of M with the properties: (i) for any two elements a, b in M 
either a = b or b =a holds, (ii) a=b and 6 =a imply a =5, (iii) a=b 
and b= c imply a = ¢, (iv) Mis complete in the sense that any non-void 
subset of M bounded from above (below) has a least upper bound (greatest 
lower bound®) in M, or equivalently, any Dedekind cut in M defines an 
element of M;’ 

(2) any two elements a, b of M have a uniquely defined product ab = cin M; 


(3) multiplication is idempotent : aa =a for every a in M; 


6 Abbreviatedly, I.u.b. and g.l.b., respectively. 
7 The equivalence of these two conditions may be proved by usual arguments. 
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(4) multiplication is strictly monotone: if a > b, then ac> be and 


ca > cb for every c in M; 

(5) bisymmetry law holds : (ab) (cd) = (ac) (bd) for any four elements 
of M; 

(6) multiplication is archimedean®: if a <<c <6, then there is a 
natural number n such that multiplying a by b n-times on the left (right), 
we have? bb... ba > c (abb...6 > c) and dually. 

From these axioms one can readily deduce the following simple pro- 
perties of M. 

(2) Multiplication is intern: if a > b, then a > ab > 6 as well as 
a> ba> 6 for all a,b inM. These are obvious consequences of (3) and (4). 
In view of this property it is natural to call the multiplication in Ma mean 
operation. 

(6) The intern character of multiplication implies that M is dense in the 
sense that between any two distinct elements there is a third. Hence, if M is 
finite, it consists of a single element. 

(vy) The (twosided) cancellation law holds : ax =ay(or xa = ya) implies 
x =y. In fact, x > y or x <y is impossible, since these would imply by the 
monotonicity law ax > ay and ax < ay, respectively. 

(6) Bisymmetry and idempotency imply distributivity in the following 
sense!?:; a (bc) = (aa) (bc) = (ab) (ac) and (bc) a = (ba) (ca). Hence it follows 
that a certain kind of associative law is fulfilled : (ab) a =a (ba) for all a, b 
in M, and therefore, by dropping the parentheses we may write this simply as 
aba. Moreover, aa... aba...a has a well-defined meaning if we stipulate 
that this is to be understood as 6 being contained in each parenthesis omitted. 


(e) By (0), if 6 is any fixed element of M, the mapping a—ab (aba) of M into 
itself (more precisely, onto a part of M)is an isomorphism of M with some of 
its subsets. If M happens to be a quasigroup, i. e., both equations bx =c and 
yb =c are (uniquely) solvable for any given 6 and c, then these isomorphisms 
are clearly automorphisms of M. 


(¢) The concept of a limit may be introduced in an obvious manner. 
We say that the sequence a, (vy = 0, 1, 2, ...) converges to a limit a (in sign 
a, —> a) if for any given interval" (b, c) of M containing a in its interior (6<a<c) 


_ * For the reason why we have so chosen the terminology see footnote 15, and also 
section 5, 
* Without fear of ambiguity we may write b...ba for of. ner o.( 0G) lee ef : 
ro : : 
(Added 10 Sep. 1950) In the Ist Hungarian Mathematical Congress, Prof. 
E. Marczewsk1 told me that im a paper under publication in the Colloquium Mathematicum 
KNASTER discussed the connection between distributivity and bisymmetry. 


‘1 By an interval (b,c) of M we mean the set of all elements lying between b and c. 


ON MEAN SYSTEMS 307 


there is a natural number n depending on b and c such that 6 < a,, < c when- 
ever » >n. As in the case of real numbers, it is easy to conclude that a monotone 
increasing (decreasing) sequence bounded from above (below) has its l.u.b. 


(g.l.b.) for its limit. 


(y) The following lemma shows that the continuity of the mean operation 
is a consequence of the above axioms. 

Continurty Lemma. Multiplication is continuous in the sense that a, —>a 
implies a,b — ab (ba,—>ba), or more generally, a, —> a and b, — b imply a,b, — ab. 


Evidently, there is no loss of generality in restricting ourselves in the 
proof to the case of a monotone increasing sequence a,. Under this assumption, 
the sequence a,b is again monotone increasing and has ab for its upper bound. 
Consequently, there is a l.u.b. c = ab which is at the same time the limit of 
a,b. We have to prove that c < ab is impossible. Supposing c< ab and using (6), 
from a,b <c <ab (with any fixed y) we conclude that by multiplication in 


a suitable number of times we have c < (a,b) (ab) (ab) ... (ab) = (a,aa... a)b 
[use (6) !]. As a, tends to a increasingly and a,aa... a <a, there must exist 
an a, such that a,aa...a <4,,. Hence we obtain that c < a,b, a contra- 


diction to the definition of c, and therefore a,b — ab, in fact. A similar reasoning 
applies to establish the remaining part of the statement (use monotony !). 


(#) The continuity of multiplication was used as a substitute for our 
archimedean axiom by previous authors dealing with the theory of mean values. 
Therefore, it seems to be desirable to show how the archimedean axiom may be 
derived from continuity. Assume continuity and form the sequence a) =a, 
a av,a,—abb, ..., fora < b. This sequence has certainly a limit 1, because 
it is monotone increasing and bounded from above (a, < 6). It is evident that 
the sequence a,b must have the same limit /. Hence, by the continuity of the 
mean. operation we infer that / = lim a,= lim (a,b) =(lima,) 6 = 1b, which 
is impossible unless 1 = 6 [ef. (a) ]. This implies that for every given c between 
a and b there is an a, which exceeds c, that is, (6) holds. 


(c) If g(x) is any function on M to itself, then it is natural to call g(x) 
continuous, if, whenever x, tends to x, the sequence g(x,) converges to g(x)- 
By continuity lemma, any function composed of products of a finite number 
of constants and variables (for simplicity we say: a polynomial) is continuous. 

(x) For polynomials we have the important lemma : 

Boxzano’s Lemma. Let g(x) be a polynomial such that there is a v with 
g(v) <a and aw with g(w) > 4. Then the equation g(x) ==a has a unique root 
x in M. 


At first we observe that each polynomial is either a constant or is strictly 


increasing as x runs increasingly over all elements of M. Hence it follows at 
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once the uniqueness of the solution. In order to prove the existence of a solu- 
tion, let us consider the set L of all v with g(v) =a and the set U of all w with 
g(w) =a. Since neither L nor U is empty and have at most one element in 
common, they are the lower and upper classes of a Dedekind cut in M. Let z 
be the element defined by this cut. For this z we can have neither g(z) < a nor 
> a, since e. g. in the first case taking a sequence w, in U tending to z the sequence 
g(w,) must converge to g(z) owing to the continuity of g(x). This is, however, 
impossible, since g(w,) = a while g(z) <a. 

As a corollary to Boizano’s lemma we obtain that if a < 6 then ax = b is 
either uniquely solvable or ax < b for every x. It also follows that the mapping 
a>» ab (a— ba) is an isomorphism of M onto a subinterval of M. 

The special rules and properties of M which we have hitherto demon- 
strated will henceforth be used without explicit reference. 


§ 3. Commutative mean systems 


At first we consider the special case of commutative mean systems. There- 
fore, in the course of this section we assume in addition to (1) — (6) the axiom 

(7) multiplication is commutative : ab = ba for all a, b in M. 
We shall set up a one-to-one correspondence p between the real numbers lying in the 
interval (0, 1) and the elements of an arbitrary interval (a, 6) of M. This correspon- 
dence will have the property that multiplication in the mean system M will corres- 
pond to forming the classical arithmetic mean of real numbers. In the construct- 
ion of the function p mapping (0,1) onto (a,b) we shall follow principally the 
method of J. Aczé1’® ; therefore we may restrict ourselves merely to the main 
steps of the procedure. 


Put 7(0) =a and 9(1)= band define ~ recursively on the set 4 of proper 


dyadic fractions by the rule (write the numerator of the dyadic fraction — 
a 


in the form 6 = 26’+ « with e =0, WE: 


6 i 6’ +e 
o(;,| | dl | (n = 1). 


7 is evidently a steadily increasing function and it is easy to conclude that it 
satisfies the equation 


(3.1) (8) on) = al ; 


2 Cf. Aczét [2] and [3]. For the case of n variables see [1]. 
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d+¢e 20+e’ 
and » = an 


matical induction on the exponent of 2 in the denominator to obtain 
eu 6+e Be uf Bd X65 
gE = - = 
(€) Y(n) | ee Jol moll | on Jol gna \| = 
= 6 B+ & 6 + Oo \" 
= |°( noel 2 )| | °( gn }o( yr | i 


= {| oe) p(2eteetere) _ (1) 


re ie got 2 


Indeed, put § = = 


, and apply the method of mathe- 


(use the definition, commutativity, bisymmetry, induction hypothesis and 
again the definition). 

If 0 << & <1 is not a dyadic fraction, it defines a Dedekind cut in A 
with L< and U; as lower and upper classes, respectively. The set L of all y = 7 (1) 
with 7 in L¢ is not empty and is bounded from above, hence has a l.u.b. y’. 
Similarly, let 2’ denote the g.l.b. for the set U of all z = q(¢) with ¢ in Us. 
Evidently we have a < y’ =2' <b. y’ <2’ is impossible, for supposing this 
case we have y’ < az’z’ ... 2’ with n2z’-s for a sufficiently large n and hence 
for all y in L and z in U the inequality y < azz... z holds. This means that 


(221)6) a ti C 

y(n) <<a) | ,i.e., p being increasing, 7 < ¢— a holds for a fixed 
integer n and for all dyadic fractions 7,€ with y < § <¢. The impossibility of 
this shows that y’ =z’ and hence we may define 9(&) =y’ =2’. This reasoning 
also implies that the elements of (a, b) corresponding to the numbers of 4 are 
everywhere dense in (a, b). Hence it is easy to conclude that the function ¢ is 
steadily increasing, assumes every element of (a, 6) and satisfies the functional 
equation (3.1). Thus the function y provides a one-to-one correspondence 
between (0,1) and (a, b). 

In order to extend this correspondence to the whole of M, we observe that 
if 6 <c then the real number 7 corresponding to c may be calculated without 
any difficulties on the basis of a <c’ =aa... ac <6 and the number corres- 
ponding to c’. It is easy to verify that the extended function is strictly increas- 
ing, defines a one-to-one correspondence between a real interval I and M and, 
finally, it satisfies the functional equation (3.1). The inverse function f (x) of 


x 
g maps M onto I and has the property 'f (xy) fe fe for all x,y in M. 


Since there are various ways of selecting the elements a, 6 which were 
made to correspond to 0, 1, it is expected to have several functions f (x) 
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defining an order-preserving correspondence between M and some real interval 


I’ such that f (xy) _ fi) tim) . In fact, together with f(x) each function 


g(x) =o f(x) +7 for all real o > 0 and 7 gives rise to a desired correspondence 
between M and some real interval I’. Conversely, any such correspondence has 


the form g(x) =o f(x) +7 with o> 0, since gp Ee t LO) =. (x7 


a(x) +8(y) . 
zs 2 


or, putting f(x) =&, f(y) =, 


é+n)\ _ _sr(S) +8e(n) 
aa 


is Jensen’s functional equation! for the realfunction gqy(&). The only monotone 
solution of it is the linear function gq@(é) =o& +1, i. e. g(x) =of(x) +7 
(o > 0)*, as stated. 

This completes the proof of 


Turorem 1.15 (Kotmocororr, Nacumo, Feny6, Aczér) If M is a commutative 
mean system, then there exists a strictly increasing function f (x) (p(§) its 
inverse) defined on M with values in an interval I of real numbers such that multi- 
plication in M is performed by the rule 


+) 


or, equivalently, 


v(8) on) =9(-5" | 


for all &, 4 in I. The function f (x) is unique up to a linear transformation. 


We observe that the converse of this theorem is obviously true. 
. In view of Theorem 1 we see that M is a quasigroup if and only if p is 
defined for every real number, i. e., if M is in a one-to-one order-preserving 


13 I 
tyre e. g. ypc ITTLEWOOD, P6LYA [10], p. 74. 
: we admit of order-reversing functions too, then we m i iti i- 
ore i a g 5 ay omit the additional condi 


16 ; ‘ ; 
In the light of this theorem the terminology of ,,archimedean* in our present sense 


may be reformulated : if a < y < fA then there is an n such that y < a + (2"—1)B , that is, 
gn 


9n (Bp Did ° ° ° 
ihe teed: a which is actually nothing else but the well-known archimedean axiom for 
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correspondence with the system of all real numbers so that (3.1) holds. In fact, 
by Theorem 1, the root of an equation cx = d may be expressed in terms of the 


fg 
am Boe =o ys The 


corresponding real numbers y, &,6 in the form 


number € belongs for all y,6 to the same interval as y,6 if and only if the 
interval J consists of all real numbers (the trivial case when M and _ hence 
I consists of a single element is left out of consideration), 

In case ¢ is defined for all real numbers, one may introduce a new operation 
o inM in the following manner : 


xo y = (§) 0 p(n) =9(F +7) =z. 


By definition, M becomes under this operation a linearly ordered abelian group 
which is isomorphic to the additive group of the real numbers. 

The operation © can be described without making use of the function 97, 
merely by referring to the quasigroup character of M. Indeed, z =x o yis the 
root of the equation az —xy, for ifa =¢(0), x = 9(&), y = oN), 2 = g(C), 
then we have 6 —& + 7. A direct proof of the fact that under the operation 
© thus defined M is an ordered abelian group can be found in section 5. 

It is worth noticing that the automorphisms of M (with respect to both 
the multiplication and order-preserving) may be characterized by means of the 
function y. Each automorphism x<—>y of M induces a steadily increasing 
function <—> 7 = 0(&) on the real numbers. From x, %2<— ¥1¥2 (if xj<—>)1 
and x,<——>y,) we conclude that o(&) must satisfy Jensrn’s functional equation 


| { aoe | olf) + (40) 

2 2 
with some fixed co > 0 and T. If the real interval J is the set of all real numbers, 
there is no restriction imposed on o> 0 and T: any such linear function induces 
an automorphism of M. But if J is a finite interval (a, ), either open or closed, 
theno and t are uniquely determined by the fact that the range of o() must 
be the entire interval (a, 8), so that only o —1, t=O is possible and therefore, 
if I is a finite interval, M has no automorphisms other than the identity mapping. 
If, finally, [is finite only from one side, say from the left, 1 =(a, +Co ), then 
from a= (a) =oa+7 we get a relation between o and t: tT = a (1 — o) 
and any linear function of the form @(£) = o& +a(1—c) (o > 0) defines an 
automorphism of M. 


and since o(£) is monotone, we get e(€) =oF-+T 


§ 4. Non-commutative mean systems 


Next we turn our attention to general mean systems, when commutati- 
vity is not assumed. We shall prove Aczéu’s theorem stating that a mean opera- 
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tion is essentially a weighted arithmetic mean. The proof given here is a some- 
what simplified and algebraized form of J, Aczé.’s original proof [3 ]. 
Let t denote an arbitrary but fixed element of M and let two elements 


x and y be given. The equation 
(4.1) (tz) (zt) = (tx) (yt) 


has by Bouzano’s lemma a unique solution z in M,since min (x, y) z= 
= max (x, y). Write the solution as z =x /\ y. We now show that x /\y ts a 
commutative mean operation. Evidently, /\ is defined for all x,y in M, and is 
by definition commutative, idempotent and strictly monotone. In order to 
prove that it is archimedean, we observe that by 


[t (xy)] [(xx) t] =[(tx) @y)] [hyt) (xt)] = Lex) (v4)] Ley) (20)] = (4) (9) = (@) (22) 
we have 
x/\y = min (xy, yx), x\yAy 2min (xyy, yxy, yyx), ete. 
Hence, using (6), it follows the archimedean property of /\. In proving the 


bisymmetry we need a simple lemma. 


Aczév’s Lemma.!® For any four elements (x /\ y)(u/ v)=xu /\ yv holds. 


Proof. {t [(x A y)(u A v)]} { [(x A y)(u A »v)) t} = 
= {[t(x A y)] [x Ay) a} {[e(u A v)] [(u A 2) }} = 
=[(tx) (yt)] [(tu) (vt)] =[¢ (xu)] [(yv) t] =[¢ (xu A yo)] [xu A ye) t], 


whence the statement follows. 

Lemma implies distributivity: u(x A y) =(u A u)(x A y) =ux / uy 
and (x /\ y)u =xu / yu. 

We observe before passing on, although in what follows we do not need 
this fact, that x /\ y is independent of the choice of t. For, if u is another element 
of M and (tz) (zt) = (tx) (yt) and (uw) (wu) = (ux) (yu), then z =w. To verify. 
this, we form 


u [(ex) (yt)] w=[(utu) (uxu)] [(wyu) (utu)] =[(wux) (twu)] [(wyu) (uru)] = 
—(u [(ux) (yu)]} {(tuu) (utu)} = {u [(wre) (rou) ]} { (eww) (wtw)} 


and hence conclude that in u[(tx)(yt)] u both elements x and y may be 
replaced by w, i. e., u[(tz) (2t)] u= u[(tx) (yt)]u =u [(tw) (wt)]u. This establishes 


our contention. 


Resuming the proof of the bisymmetry of /\, we show that in 
w =(x / y) A (uA v) the elements y and u may be interchanged. In fact, 


® Note that this is a certain kind of bisymmetry! 
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by Aczéx’s lemma (tw) (wt) = [tx / y)] [(u A v)t] = (ty A tx) (ut A vt) is 
equal to (ty) (ut) / (tx) (vt) and thus the bisymmetry of the original operation 
implies that y and u are interchangeable. This establishes the bisymmetry and 
hence completes the proof that /\ is a commutative mean operation. 


It follows by Theorem | that there is a function gy Mapping a real interval 
E : 
I onto M such that 9(&) A 9(7) = "| . Put this into Aczéu’s lemma to 


obtain (f is the inverse of q) 


(=F 7)0(@F") =» (£28 7 (Q)) ae) 


| o()e(? fa _ fv) vo) RURVEDEG) | 


This shows that the real function F(é,7) =f(9()@(7))_ satisfies JensEn’s 
functional equation for two variables : 


ape a _ F(E,0) + F(n, 2) 
2 2 2 


which has only one monotone solution: F'(é,7) = A+ uy +» for some fixed 
A. Ut, ¥, that is to say, 
P(E) ln) = ~AE + un +). 


Apply this to  =7 =0, then to § =7 =13; we get » =O and A+yp=1. 


By internness we have min (&, 7) = Af + wn = max (§, 4) and this leads to 
0<A4A<1,0<pu<1. We have thus proved 

Tueorem 2. (Aczét) If M is a mean system, there is an order-preserving 
one-to-one mapping ¥ of a real interval I onto M and a real number A with 
0 <A <1 such that (£, HinT) 


e(§) o(m)=G(AE+ en) with A+yu=1 
or, equivalently, 


f (xy) =Af (x) tu f(y) with At+p=1 


where f is the inverse of ~,\" that is, M is isomorphic to a finite or infinite interval 
of real numbers under the operation of forming weighted arithmetic means. 
It might be of some interest to give a method for determining the nume- 


17 As in the commutative case, one may readily prove that the function f(x) is unique 
up to a linear transformation. However, a direct proof of this fact is unnecessary if we take 
into account that the operation / is uniquely determined by the original operation and both 
oporations have the same function f (x). 
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rical value of 2 without reference to the function f.18 For this purpose we define 
r,(x) =xaa...a(k-times) and 1,(x) =aa...ax and form the sequences 
ro(b) > 1,(b) >... >a and 1(b)>1(b)>... >a. Consider the set L of 
all rational fractions“ withr,(b) = 1,(b) and the set U of all £ with r,(b) = 1,(b); 
neither of L and U is void. In virtue of the relation 1,(I,(x)) =1,(r,(x)) 
for all non-negative integers k,n and all x in M, it is easy to see that 
ro(b) =7,(r,(b)) = r(ln(b)) =E.(rz(6 )) = 1, (6)) = ban(b) and, in general, 
rm(0) = Inn (6) for every natural integer m. This leads us at once to 
the fact that L and U are the lower and upper classes of a Dedekind cut, conse- 
quently, there is a unique real number x defined by this cut. A simple calcu- 
lation shows that if we put mel 9 =- x, then this equation has a unique 
g 

root!® 2 lying in the interval (0,1) and satisfying the equation of Theorem 2. 
This process also implies that the weight / is uniquely determined. 

There is no difficulty in verifying that what has been said in the preceding 
section about the automorphisms of M in the commutative case can be carried 
over without change for the non-commutative case. 


§ 5. Mean systems which are quasigroups 


By the same argument as in the commutative case it is readily seen that 
M is a quasigroup under the mean operation if and only if the function f of 
Theorem 2 maps M onto the system of all real numbers. If this is the case, it is 
possible to introduce anew operation O in M, making M into an ordered abelian 
group isomorphic to the additive group of all real numbers : 


OY = ONS) te 0) a 
Now we are going to give a direct proof of this fact without reference to 
the function f or ?. At the same time we give a new proof of Theorem 2 in case 
M is a quasigroup, for this proof is somewhat simpler than that given above 
and does not need a previous discussion of the commutative case. The present 


method rests on a theorem due to K, Toyopa [17] and D, C. Murvocu [15] for 
which we give here a new proof. 


Turorem 3. (Toyopa—Murovocn). Let N be a system with a binary operation, 
written as multiplication, satisfying 


(1) ab is a uniquely defined element of N for all a, b in N, 


AN practical method has been given by AczéL and Feny6 [5]: the partial derivatives 
of the mean function M (x,y) in the place x = y yield the numbers A-and pu. However, this 
method of course fails in our present case, since derivatives can not be defined. 

The function x (A) = 1—A—A* is continuous in (0,1), %(0)=1, x (1) =—1, 
while x’ (A) = 1—%A*—" is throughout negative (observe that x > 0). 
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(2) N is a quasigroup under multiplication, i. e., ax =b and ya =b have 
unique solutions in N, 

(3) bisymmetry holds : (ab) (cd) = (ac) (bd) for all a, b, c, d in N, 

(4) there is an idempotent element e in N, ee =e. 
Then one can define a new operation 0 in N, in terms of the original operation, 


under which N becomes an abelian group. 


Let e be an idempotent element of N. Consider the equation 
(5.1) exe = (ea) (be) 


and define ao b as the unique solution x of this equation.”° A direct consequence 
of the definition is that for all a,b in Nwe have aob =bOa,aQde=e0Oa =a 
and by the quasigroup property of Nthe equations a0 y =b and zOa=b are 
uniquely solvable for y,z in N. Further, from the fact that in 


e[(a. 0b) Oclee = {[e (a0 b)] [ce]} e = [(ea) (be)] [cee] =[(ea) (cc)] [Bee] 


the elements a and c play a symmetric role (by the bisymmetry in N) we can 
conclude that the operation © is associative. Hence it follows that under the 
operation O Nis an abelian group with e as unit element”), 


It is immediate that if the system N is ordered and a > b implies ac > be 
and ca > cb for all c, then a > b implies aOc > 6 Oc for all c, so that N° becomes 
an ordered abelian group. 

Now we prove Theorem 2 again by making use of Theorem 3 and without 
appeal to Theorem 1. Therefore suppose that the quasigroup N of Theorem 3 is 
a mean system M in the sense of § 2. We associate with each element x of Ma 
real number & in the following manner.?? Put f(a) =0 with a equal to e of 
Theorem 3 and f(b) =1 for some 6 > a, and let f(b") =n and f(b-")=—n. 
To define f(x) for an arbitrary x, we first prove that © is archimedean in the 
traditional sense: if given e =a <c <d, then there is an integer n such 
that c’ > d. In fact, define the sequence d,, dj, ... recursively by d, =d and 
ad,a =(ad,,,) (d,,,a). Then d, = max (ad,,d,a), for the contrary case 
would imply ad,a = (ad,) (da) > (ad,a) (ad,a) =ad,a; further, d; = max 
(aad,, ad,a, d,aa), etc. Consequently, by axiom (6), there is a k such that 
d, <c. Hence we obtain d,_; =d,od,<coce =c?, di_» < Ce Oe 
=d<c*—?, qed. 

20 If multiplication is commutative, (5.1) may be written in the form exe = (ae) (be) = 
= (ab) e, that is, ex = ab; cf. section hy 

211f we intend to emphasize that we are considering N as an abelian group under O, 


we shall write N° for N 

22 For the sake of simplicity we denote xOx0O... Ox (with n terms) by a” and the 
inverse of x by a—1(x—10 x =). We do not discuss the trivial case if the system 
considered consists of a single element. 
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We hence infer that the set L of all fractions k/n with x” = b“ and the 
set U of all p/q with x? = b? are not empty and, as readily seen, they are the 
lower and upper classes of a Dedekind cut ; therefore they define a real number & 
and we put f(x) = é. It is easy to verify by the same arguments as already 
used several times that the function f(x) so defined becomes a strictly mono- 
tone increasing function, assumes all real values and satisfies the functional 
equation 


(5.2) f(x ¥) =f (x) +f(y). 
Before proceeding we observe two simple facts. 


Lemma 1. For all x,y in M we have xa O ay = xy. 

Proof: using the definition (5.1) with e =a we have a(xaOay)a = 
= (axa) (aya) =a (xy) a. 

Lemma 2. For all x,y in M we have (xO y)a =xa O ya. 


Proof: a(x Oy) aa = [(ax) (ya)] a = [a (xa)] [(ya) a] =a(xa O ya) a. 


The latter lemma sbows that the mapping x— xa is an automorphism 
of the ordered group M°® (order-preserving!). This automorphism induces a 
steadily increasing real function y(&) so that f (xa) = y f(x), and the functional 
equation (5.2) implies that the function y must satisfy Cavucny’s functional 
equation »(&-+ 7) = y(&)+ y(7). This has the only monotone _ solution 
y(E) = A6€, i.e. f (xa) =A f(x). Since xa lies between a and x, we must have 
sme In be 
_\ The same reasoning shows that f (ay) = f(y). Lemma 1 together with 
(5.2) implies that f(x) = f(xa0 ax) = f(xa) + f(ax) =Af(x) + uf (x) = 
=(A +“) f(x) for all x, whence 2 + 4 =1is obtained. This establishes by 
Lemma 1 that 

Ff (xy) =f (xa 0 ay) =Af (x) +uf(y) with O<A<1lAtyw=1 


which is just the statement of Theorem 2. 


§ 6. Remarks 


It is of some interest to inquire to what extent the above results are modi- 
fied if one of the postulates (1)—(6) is removed. Here we mention only three 
cases. 


1,.Mean systems without completeness of order. 
If the order of M is not complete, then it is not expected to have a correspon- 
dence between M and an interval of the real numbers. But, as. is well known, 
M may be embedded in a completely ordered system M*, and then the mean 
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operation of M may be extended to the new system M* in an obvious manner 
just as addition, multiplication etc. are defined for irrational numbers. Thus 
M* becomes a mean system in the sense of § 2. Theorem 2 is true for M* and 
hence even forM with the sole modification that the function f (defined by 
the mean system M*) mapsM onto some subset of a real interval I. 

2.Mean systems without idempotency. We tum our 
attention to the proof of 


Tueorem 4. (Aczfét.) If on a completely ordered set M an operation is 
defined which is monotone, bisymmetric and continuous *°, then there is a function 
f on M onto an interval I of the real numbers such that 


f(xy) =AF (x) +H f(y) +” (4, 4 > 0) 
with suitable real numbers A, /4,¥. 
If given x and y, solve the equation xy = zz for z, existing by Borzano’s 
lemma, and write z =x \ y. We show that V is a mean operation. It is 
obviously idempotent, monotone increasing and continuous, further it is 
bisymmetric: t =(x Vy) V(uVv) is, on account of the formula (tt) (t#) = 
=[eVy) uV 9] [@Vy) WV 9] =[@V) @V 91 [uV9) Ve] = 
= (xy) (uv), symmetric in y and u. Hence, Theorem 2 implies the existence 
of a steadily increasing function fon the setM onto areal interval I such that 
f(x Vy) =a' f(x) tu’ f(y) (0<4 <1,4 +y’ =1) for suitable 1’, y’, or 
eV y= WVE+ wn) with € =f(x), 1 =f(y). Put ay = (x Vy) (Vy) = 
= 9(1'E + yw'n) (VE + wn) = YE + wn) and hence by (xx) (yy) = 
= (xy) (xy) we may write 


lwfp(a'é + yw'n) = viA'fe (€) + vf (n)) 
or 


FoHE + w'n) =A'fvlé) + #'fv(n) (0<AV’ <1,’ +w' =1) 


The only monotone increasing solution of this functional equation is the linear 
function f y(é) =o& + with o> 0, consequently, f (xy) =f p(4’é + 1) = 
(oA) E+ (op’)n+v =Af (x) +e f(y) +” with 4,4 > 0, as stated. 

3. Extern operations. Now we consider systems M in which 
the axiom of monotony, (4), is replaced by 

(4’) a> 6 implies ac > be and ca > cb for all c, 

that is, multiplication from the right preserves, while that from the left reverses 
order.24 On account of idempotency, (4’) implies that the operation is extern : 


28 Here continuity seems to be more natural than the archimedean axiom. 


24 Extern operations were not yet discussed. J. AczéL remarked that the results of 
J. Aczét—Sr. Feny6 [5] on twice derivable real means hold even for extern means. — Clearly, 
there is no idempotent operation with the property that multiplication from both sides rever- 


ses order. 


t* 
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if a > b, then ab > a> ba and ab > 6 > ba, i. e., neither ab nor ba belongs to 
the interval (a, b). For extern operations we may prove a theorem similar to 
Theorem 2: 


Turorem 5. Let M be a completely ordered set with an idempotent, 
bisymmetric and continuous binary operation satisfying (4’). Then there is a 
mapping f of M onto a real interval*® I such that 


f (xy) =f (x) +uf (y) 


holds with suitable fixed real numbers 1>0, uw <0 and A+yuw=1. 

For the proof we may proceed on the same lines as already described in § 4. 
First we note that, for any fixed t in M, (tx) (yt) is a steadily decreasing function 
of x and y, and so is (tz) (zt) of its variable z. Hence by Boizano’s lemma (which 
is an easy consequence of continuity) we may conclude that for any given 
x and y there is a z =x /\ y such that (4.1) holds and this z is a continuous 
function of x and y. Since the further course of the proof does not make use of 
monotony, but merely the cancellation law holding even for extern operations, 
we conclude that there exists a function f mapping M onto a real interval I and 
satisfying f(xy) =A f(x) + f(y) +» for some fixed real numbers A, “, ». 
By idempotency we obtain vy =0 and A + =1. From (4’) we infer that 
f(x) > f(y) implies 4 f(x) +4 f(z) > A f(y) Hu fle) and Af (2) tuf (a) < 
<A f(z) + f(y) forall z inM. Therefore 2 > 0 (moreover, A> 1) and u < 0, 
and this completes the proof. 


(Received 23 August 1950) 


*8 It is easy to see that here the archimedean axiom lacks of meaning. 
*6 Of course, the interval I here must be open. 
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O CPETHHX CHCTEMAX 
JI. ®YKC (Bygzanenmrt) 
(Pe3tome) 


A. H.Koamoropos [13] 1 M. Harymo[16] spenn NonATHe KBa3sHa pH) MeTH YECK Of Cpeq@Het 
To Takaa PYHKUHA xX = My, (X,,..., Xn) K KOTOPOH MO%KHO HaliTH Tak YIO MOHOTOHHO BO3pa- 


= 1 
cTralomyi PYHKUHW f(x), yro G3 eee (f (x,)+...+ f (Xn). CuctemMa akCHOM, OTHOCA- 


masicd K KBasHapHMeTHyeCKHM CpefHHM, JaHHaA HMH, OONafaeT TeM HeOCcTaTKOM, 4TO 
COMePXHKHT TAKYIO aKCHOMY, TPH MOMOMIH KOTOPOH OlpefeueHHe BO3MO)KHO JIHWb AIA W000ro 
nN OfHOBpeMeHHO, a He AA WOO0ro oONpeseneHHOrO 7 OTeMbHO. STO yceTpaHAeT AA avaJH- 
TH¥ecKHX PyHKuHH T. AymaHH [6],aama He aHanHTHYecKHXx PyHKUHH MH. Penbe [8]. 

A. Aueswy yaantocb 3aMeHHTb yKa3aHHy!0 akcHoMy Kowmoroposa uw Harymo opfHoii 
XOpomo NpHMeHse MOH akcHOMOH — OHCHMeTPH4UHOCTbD : 


Mn [Mn (X15 - . erature wy Mn (Xny)- ey Xnn)] = Mn [Mn (X11). ery Xny)>- sry Mn (Xin; - ony Xnn)]. 


Jlanee Allen Moka3an, yTO eCNH paccMaTpHBaeM He CHMMeTPHUHBIe cpeqHHe, TO MpHemM K 
B3BeNIeHHbIM KBa3sHapH@MeTHyeCKH M Cpe/,HH M. 

Hacrosmasa paGora, ynorpeOmAa B CYmIHOCTH MeTOA Alea, MepeHocHT TeOpHi0 KBa3H- 
apudMeTHueckHx cpeqHHxX Ha Oonee oOmuHe anreOpanuecKHe cucTembI. JIA Mpocrorbl pabora 
YLOBIeETBOpAeTCA TEM CIyyaeM, Kora nN = 2. 


CpefHeit cucTe moi HasbiBaeTcA Takoe MHO)KecTBO M, KOTOpOe YAOBMeETBOPHeT CEM Yt0- 
IMM akcHomam: (1) M pacmomoxKeHo muHeHHO H BCAKHH oTpesoK JlefeKHHa ollpesemAerT 
ONMH aemeHt M; (2) gaa semMeHTOE M onpefesmsetca eqHHCTBeHHOe, He 00s3aTeJIbHO KOM- 
MYTaTHBHOe YMHOoKeHHe ; (3) 9TO YMHOXKeEHHE He MMOTeHTHO ; (4) CTPOro MOHOTOHHO ; (5) 
cymectByert OucHMeTpHuHocth : (ab) (cd) = (ac) (bd); (6) YmMHOoKeHHE apxHMeforo: eC 
a<c< 6,70 ymHOxKas a LocTaTOUHO pas Ha b ceBa (cMpaBa), MonyyuM, yt0b[b... (ba)] > ¢, 
([(ab) b]...6 > c). TlocaeqHi akcHOMy aBTOp HCNONb3S yer BMECTO oObIuHOH AKCHOMBI Helpe- 
PbIBHOcTH (Kak OoJlee aureOpanueckyi0 aKkcuomy). [locme oMpeqeneHHA HelpepbiBHOocTH, 
HCXO[A HS YMopsA_oueHHOcTH, OKasblBaeTCA, YTO HeNpepbIBHOCTh WH akcHoma A pxHMejla erko 
BBIBOLATCA OfHa H3 pyro, UpH YCMOBHH CMpaBeATHBOCTH OCTAJIbHbIX aKCHOM. 


[aapnan reopema paOorbl MoKasbiBaeT, ¥TO 9Ta paGora c anreOpanuecK oO TOUKH SpeHHA 


He ABIAeTCA OOOOMeHHe M, HOO BCAKaA CpeqHAA cHcTeMa H30MOpPHHa C HEKOTOPbIM KOHCYHBIM 
wa GecKOHeuHIM HHTepBaJIOM jleHCTBHTeIbHIX YHCe, OTHOCHTEIbHO 00pa30Ba HHA BSBeLIeH- 


Hol apHMeTHyecKOH CpeqHOH, Kak ollepaTopa, 
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['napHaa teopema: Ecum M cpequas cuctema, TOCYMIeCTBYeT Takoe feHCTBHTeIb HOE 
yucno A (0O<A<1) H TakoH HHTepBa AelicTBHTeIbHBIX yHceI J, KOTOPHI HMeeT B3aH MHOe H 
e€HHcTBeHHOe oTOOparxKeHHe g(é) Ha M, KOHCepBHpYIONYIO YIOpAxfOyeHHOCTb, TaK 4TO 
@ (E) p(y) = p(AE+ mn) (A+u=1), rae §, 7 € 1H YMHOoKeHHE oOo3HayaeT ole panto BM. 

JlokasaTesbcTBo clelyeT HAeH Allema c HeKOTOpHIMH YpomeHumu. JIA KBasHrpynn 
aBTOP laeT HOBOe LOKasaTeIbCTBO, YNoTpeO1AA OfHY Teopemy K. Toéga [17] u J. Ll. Myp- 
yoxa [15]. [napHaa Teopema HMeeT HHTepecHble MocefCTBHA OTHOCHTEIbHO aBTOMOPPHS MOB 
CpeHHxX CHCTeM. 


, BERICHTIGUNG ZUM AUFSATZE! 
UBER DIE DIOPHANTISCHE GLEICHUNG x°—1 =2y* 


Von 
RICHARD OBLATH (Budapest) 


(Vorgelegt von A. Riényt) 


Herr Professor T. Nacert machte mich freundlichst aufmerksam, dass 
Satz 1 der obengenannten Arbeit, der die Unmdglichkeit der diophantischen 
Gleichung x? + x + 1 = 3v? mit ungeradem x behauptet, falsch ist (x = 313, 
v = 181 ist z. B. eine Lésung). Der Beweis enthalt in der Tat einen Fehlschluss, 
denn der Schritt 6 = ke oder b = ke — 1 ist nur dann berechtigt, wenn c eine 
Primzahl ist. 

Die beiden Satze 2 und 4, zu deren Beweise Satz 1 herangezogen wurde, 
sind jedoch richtig . Mein urspriinglicher — auf einer descente infinie beruhender 
— Beweis des Satzes 2 ist von Satz 1 unabhangig, da aber dieser Beweis nicht 
kurz ist, sehe ich von seiner Mitteilung hier ab. Der folgende Beweis, den ich 
Herrmn T. Nacert verdanke, ist ganz kurz. 


Aus der Gleichung 
(1) ga 1 2y* 


folgt unmittelbar (u + v /—2)2=1+y 4/—2, woraus u? — 6w? = 1, 
y = 3u*vy — 205 und u = 1,v=0,y=0,x=1 folgt, womit Satz 2 bewiesen ist. 
Um Satz 4 zu beweisen, bezeichne ¢ eine primitive dritte Kinheitswurzel. 


Dann folgt aus der Voraussetzung 


(IV) 3x2 1 = 2 
entweder A) «V3 +i = (UV +i)’, 

oder B) (x V3 +i)e=(U V3 + vi), 
oder C) («V3 +i) &=(uv/3 +i), 


1 Diese Acta, 1 (1950), pp. 113—117. 
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Im Falle A) ergibt die Ausfiihrung der Rechnung 


2/3 + i = 3u (u2— v2) 1/3 + 0 (Su? — 0°) i, 
also v (Qu2 — v?) = 1 und v = + 1. Dies hat entweder 9u2 = 2 oder u2 = 0 zur 


Folge. Der erste Fall ist unméglich, der zweite ergibt die triviale Lésung x = 0, 
z= 1. 


Falle B) und C). Das Gleichsetzen der reellen und der imaginaéren Kompo- 
nenten ergibt 
— (x + 1) = 6u (u? — v?) und zk 3x — 1 = 2v (9u? — v?). 
Die Elimination von x aus den beiden Gleichungen fihrt zu 
+ 9u (u? — v?) + v (9u? — v*) = —2, 


unméglich mod 4. 

Herr Professor W. Lsunccren teilt mir mit, dass er bewiesen hat, dass 
die Gleichung x? + 1 = 2y? ausser den bekannten keine weitere Lésungen 
besitzt, ferner, dass schon Herr T, Nacexi sich mit ahnlichen diophantischen 
Gleichungen befasst hat. 


(Eingegangen am 12. Mai 1951.) 
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